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CALCUL INTÉGRAL. 

THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES 
ET DE LEURS INTÉGRALES. 



CHAPITRE I. 

THÉORIE DES FONCTIONS SYNECTIQUES DE PLUSIEURS 

VARIABLES. 



I. — Préliminaires. 

La théorie des fonctions de plusieurs variables imaginaires 
est loin d'être aussi avancée que la théorie des fonctions 
d'ane seule variable; c'est à M. Weierstrass que l'on doit 
Iw premières tentatives effectuées pour édifîer cette théorie. 

Un ensemble de plusieurs variables indépendantes Zi^ 
hy *»•, Sn constitue un point [Eine S telle (Weierstrass)]. 
Si nous supposons que Zt, Z2, • • . > Znse meuvent à l'intérieur 
de contours fermés simples C|, C2, . . . , C/i, nous dirons que 
les intérieurs de ces contours forment le domaine du point 
*i> 32, . . . , 5rt ( Umgebung). 

L. — TrcUté (TAnalyse, IV. i 
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12 CHAPITRE 1. 

Soit D un domaine du point 5|, Z2^ ..., w,, ; la fonc- 
tion y(v|, Z2f . . . , z„)seTSL dite synectique dans le domaine D 
en question, si elle Te^t ^ar rapport à chaque variable, les 
autres étant censées^i^onstantes, toutes les variables restant 
d^ailleurs conten^eX ôtâns le domaine D. 



• . 



II. 7^'. fi^V fonctions développables en séries entières. 



« • 



Nous appellerons série entière une série de la forme 

. *..••• *• * Po-+- Pi-t-...-4- Prt-4- ..., 

. '•Po, P|, Po. ... désignant des polynômes entiers et homogènes 
en :?!, z^y . . . , 5„ respectivement des degrés o, i , a, . . . une 
pareille série pourra encore s'écrire sous la forme 



Av„v,.... désignant un coefficient indépendant de 5|, 52» • • .. 
Bien que nous n'ayons pas exposé la théorie des séries triples, 
quadruples, etc., ce que nous avons dit des séries doubles et 
de la théorie de Thyperespace suffit pour faire comprendre 
que la théorie des séries doubles s^applique aux séries mul- 
tiples les plus générales; nous nous appuierons donc, sans 
autres, commentaires, sur la théorie de ces séries dans ce qui 
va suivre. 

Théorème I. — Les variables ^i, z^, . . *^ Zn étant sup- 
posées contenues dans des cercles G| , C2, . . . , C„, rfe rayons 
r,, /o, . • •♦ fn décrits de V origine comme centre, si les 
modules des termes de la série 



o) 2'^ 



-V, .V, 

v,,v,....^i -»i . . . 



sont finis quand mod:;i = Ti, mod:;^ = r^^ . . ., cette sérir 
est coni'ersrentc dans le domaine Ci, C2, . . ., C„, 
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En effet, la série 



<'^) 



im^y 



dans laquelle on suppose 

?\<n^ Pi<rt ... et Pi>o, pi>o, ..., 

est convergente; cela peut se voir de bien des manières et en 
particulier en observant que la somme des p premiers groupes 
homogènes de la série (2) est égale au produit 

[-fë)-(S'--(ri[-(9--(?-:)'1- 

qui tend vers une limite finie pour/? = 00. 

Soit^v V le module de Av V. , les nombres a^ v. f'^^i^V"- 
étant finis par hypothèse, la série 

sera convergente, et par suite la série (i), dont les modules 
sont les divers termes de (3), est elle-même convergente 

c. Q. F. D. 

Théorème II. — Lorsqu'une sérne entière est convergente 
dans un domaine D composé de cercles décrits de V origine 
comme centre, elle représente une fonction synectique dans 
ce domaine. 

Théorème III. — Lorsqu' une fonction f{Zi, z^'^ . . . , z^) 
est synectique dans un domaine D composé de cercles C|, 
Cj, ... ., C« décrits de C origine comme centre avec des 

rayons R|, R2, ..., Rw, elle est développable dans ce 

domaine en série entière. 

En effet, considérons les points x^, x^, . . ., x^ contenus 
dans le domaine D, la fonction de t 
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fiera Ajncctiquc par rapport à / dans un cercle décrit de ForigiDe 
comme centre avec un rayon un peu supérieur à un, et Ton 
aura 

1 • ^ • • • '» 

i;t, comme Ton sait (t. I, p. i/(0* 



/à/ df Y 



formule symbolique dans laquelle il faut supposer X|=o, 
jTj = o, • • . dans les dérivées ; on en conclut le développc- 
mc'nt de ^(t) 

t" I àf df \» 

^ ^^ ' \,x. ,,n\ ôxi dxt I 

(|ui, ayant lieu pour / = i, donne 

ConoLLAiRE I. — Si une fonction f{z\y ^a, . . ., Zn) est 
synectique dans un domaine D composé de cercles C|, 
(^2, ..., C«, décrits autour des points a^^ a^j ...,«<! 
comme centres^ elle est développable dans ce domaine en 
série de la forme 

(>ettc condition, suffisante pour que le développement soit 
possible, n'est nullement nécessaire, comme on a voulu le faire 
dire à Cauchy et à ses disciples. 

Corollaire IL — Les coefficients du développement de 
f{z\^ v2, . . .) peuvent se mettre sous forme d^intégrales dé- 
finies, ou, ce qui revient au même, on peut mettre sous cette 
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forme la dérivée ^ g > g — de /(^i, ^a, • • ., ^n)] en effet, 
on a 

JK^iy ^11 . . .) = T= I ; 

••• ..•...••4 f 

_ 1 ce /^^'^ '"^ ^/<)<^^t *--dZn 

les inlégrales étant prises le long des cercles C| , C^ , . . . , C/,, 
qai forment le domaine D et qui sont décrits des points 
jCi^ œ^t ...,X/i comme centres avec des rayons que nous 
supposons égaux à R, , R2, . . . , R/, ; on en conclut 

â^^>^ / ^ / I Y r r /(zt, Z j , ...) dz^dz^.,, 

et en particulier, quand x, = 5:2 = • • • = ^/i = o, 



d»+p-./ 


-/ 


I 


t)7/- 




1 • • 


dz\ dzi . . . 


djpjc>x?. . . 


XaiT 


V- 


a!p!... 


Si Ton fait 
















-i = Ri 


««.«': 


^, -«1 = 


R,e«.^», 


• • 


• » 


CD trouve 
















^21t/ J 


O"' 


R?R?. 




(x!3!... 



Cette formule nous sera utile. 

Théorème IV. — Deux séries entières de lajorme 

qui sont égales dans un domaine de dimensions finies, ont 
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mt^nie domaine de convergence et représentent deux fonc- 
tions égales dans ce domaine; de plus, on a 

•^v,.vj.... = Bv,.v,,.... 
Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstralion. 

Théorkme V. — Une fonction ne peut rester synectique 
dans toute l^ étendue du plan; en d* autres termes^ une 
fonction qui reste monodrome, mono gène, fi nie et continue 
pour toutes les valeurs finies de ses variables^ devient 
nécessairement infinie pour des valeurs infinies de ses 
variables^ à moins de se réduire à une constante, 

CjC théorème peut se démontrer directement à Taide de la 
méthode déjà employée pour le cas où la fonction ne dépend 
que d'une seule variable; mais on peut aussi le démontrer en 
observant que, si la fonction /( -3,, ;;2, . . ., ;;„) était toujours 
synectique même à Pinfini, il en serait de même de la fonc- 
tion y(5|, «2, . . . , an) obtenue en attribuant à ^2» ^zy • • • » ^« 
des valeurs particulières a^^ «j, • • . , «/i? ce qui exige que la 
fonction f{z^^ «2» • • •> ^/i) soit une constante, c'est-à-dire 

soit indépendante de z^. On a donc j^ = o, quels que soient 

Z\j a^y • ' •« a^ ou quels que soient Z\^ z^t , » , z^ et, par 
suite, y est indépendant de ^|. On verrait de même qu'il est 
indépendant des autres variables : donc il est constant. 

III. — Théorème de M. Weierstrass. 

Soitf{ZijZ2y . . ., 2//) une fonction synectique à l'inté- 
rieur d'un domaine D contenant le point 

-Si = ^j = . . . = Zfi î^ o, 

et nulle en ce point: si la fonction f{z^, o, . . . , o), obtenue 
en faisant z^-^^z^^" '"=^11 =• odansf{z^^ z^y ..., ^„), n'est 
pas nulle, quel que soit ^i, il existera un domaine D' co/i- 
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tenu dans D tel que Von aura pour les points intérieurs à 
ce domaine 

P désignant un polynôme entier en z^ à coefficients sy- 
nectiques en z^^ z^y , , ,, Zn et o une fonction synectique 
dans le domaine D' qui ne s^ annule pas dans ce domaine. 

Posons, en effet, f=f{Zi,Z2, • ., 5/i),yo=^/(^o o? •••?<>), 

la fonction /o ^ un nombre limite de zéros dans le domaine D, 
puisqu'elle est synectique et qu^elle n^est pas identiquement 
nulle; on peut donc supposer qu'elle n'a pas de zéro autre 
que o dans un cercle de rayon pi décrit de l'origine comme 
centre. La fonctiony*!, en vertu de (i), est nulle pour ^3= o? 
Z2 = Oy . . ., Zfi=i o^ quel que soit Zt ; on peut donc supposer 
que, Z2, ^a, . . .^ Zn restant intérieurs à un cercle de rayon p 
et w| extérieur à un cercle de rayon po<C p? ^^ ^^^ 

rood/i < mod/o. 

Le domaine ainsi formé par la couronne circulaire de rayons 
P0 et Pi et par les cercles de rayons égaux à p, à l'intérieur 
desquels restent Z29 z^^ . , , y z„y sera le domaine ly. 
Dans ce domaine on a 

log/= log(/,-/,)= log/„ -2 7, (fj 

1 

et, en difierentiant par rapport à ^1 , 

si l'on suppose /o de la forme 

Y -jr sera de la forme — -f- g{z^ ), g{z^ ) désignant une série 
ordonnée suivant les puissances entières de c,, c'est-à-dire 
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une fonction syncctique dans le domaine D'; quant à =^9 il 
%era développabic sous la forme 

-«•1 

h désignant une fonction synectiquc, ainsi que A, en sorte 
que 51 "■ ( 7- / ^^^^ développable en une double série ordon- 
née suivant les puissances entières de z» et de — à coefficients 
nyncctiques en Z2y z^j .... Sa dérivée par rapport à Zt sera 

une série de même forme ne contenant pas — » en sorte que 
la formule (a) s'écrira 



H; 



;^=î;-^(^^')-2;q^^^-2;q-'- 



On voit que -^- -i-^Q-v^f^ sera la partie du développement 

de y -. -- qui procède suivant les puissances de — ; cette partie 

a donc pour coefficients des fonctions svnectiques de 23, 
^9f • • • 9 ^/i dans le domaine D^ 

Ceci posé, en appelant a,, ol>2, ••• les valeurs de Zt qui 
annulent/o et qui ont un module moindre que celui de Z|, 
on peut écrire (3) ainsi 

/ ozx Zi Zi — «1 ^1 — aj ^^ 



tZi, as, ... désignant les degrés de multiplicité des zéros 

a, , as, . . . , et, si Ton observe que g{Zi ) -f- TIQv^^ est une 


fonction synectique h dans le domaine D', et que Ton peut 

poser 
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on déduira, en intégrant la formule précédente, 

Or ^*^-t est une fonction syncctique que l'on peut appeler cp 
et qui ne s'annule pas dans D' ; on a donc, dans le domaine D', 

or P est un polynôme entier en Z|, et ses coefficients sont 

P' 
synectiques en ^2» ^3> • • • i puisque -5- se développe en une 

série à coefficients m, Q_2, Q-s> • • • synectiques. Ces coef- 
ficients sont Sa, Sa^, ... ; les coefficients de P sont des fonc- 
tions entières de 2a, Sa^, ... : donc P est bien à coeffi- 
cients synectiques. c. q. f. d. 

Il résulte de ce théorème de M. Weierstrass que, étant 
données des valeurs de Z2, z^y . . . , Zn, la valeur de Zi^ qu'il 
faut y adjoindre pour annuler la fonction /"(z,, Z2, . . . , ^//), 
dans un domaine formé de cercles décrits de l'origine comme 
centre, est racine d'une équation algébrique P = o à coeffi- 
cients synectiques : cela suppose que /(^i, o, . . •, o) n'est 
pas identiquement nul, c'est-à-dire que /{Zi, -S2, . . •) con- 
tient au moins un terme indépendant de ^2) • • •) ^/tî plus 
généralement, cela suppose qu'il y ait un terme qui ne con- 
tienne qu'une variable. 

lY. — Des diYiseors des fonctions synectiques. 

Nous dirons que la fonction cp(C|, ^2? •••) ^n)^ synec- 
tique pour ^, = ^2 = . . . = -Sn = o, est divisible par la fonc- 
tion ^{zt, Z2f • . •) Zn), synectique dans le même domaine, 
si l'on a 

19 désignant une nouvelle fonction synectique dans ce domaine. 
Quand ^(Zt, . • ., Zn) ne s'annule pas au point 

Zi = Zt = .. .= Zn = O^ 
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^ est divisible par f^; dans le cas contraire, ^ est infini, ^ ne 

peut pas ôlre divisible par ^^ à moins que Ton n'ait aussi 
?(^^» o, . . . , o)= o ; ce dernier cas doit être examiné à part. 
Supposons donc y et <J^ nuls pour Zi = Z2=^*» •= ^n= ^\ 
cflectuons la substitution linéaire 

-i = ïli 'i -^ Tu ^ -^ . . • -^ ^m^ny 



de module différent de zéro; les fonctions '^ et 4 se transfor- 
meront en d'autres /(ttf /-i, . . ., ^/i) et g(ti, t^, • • ., ^«)« 
Soient 

/o = /(<iï o» .••! o), ^0 = g{^u o, o, ..., o); 

on peut toujours choisir la substitution de telle sorte que/o 
cl gQ ne soient pas nuls identiquement; alors, en vertu du 
lliéorcme de M. Weîerstrass, démontré au paragraphe précé- 
dent, on pourra trouver des polynômes P et Q entiers en /| 
<ît à coefficients syncctiques satisfaisant aux identités 

/=PF, ^=QG, 

F et G désignant des fonctions synectiques dans le voisinage 
de l'origine. Nous supposerons 

Pour que cp soit divisible par ij;, il faut et il suffit que 
le polynôme P soit divisible par le polynôme Q. 

En effet, pour que o soit divisible par ^, il faut et il suffit 
que y* le soit par ^, ou que PF soit divisible parQG, ou enfin 

P F . . 
que çT ç soit fini dans un domaine de dimensions finies, con- 
tenant le point ^1 = ^2 = ...= /«= o ; or F et G ne sont pas 
nuls à l'origine, ni dans le voisinage de l'origine; pour que 
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7 reste fini, il faut et il suffit que ^ reste fini, ce qui exige que 
P soit divisible par Q. 



V. — Sur les points singuliers. 

Nous avons dit que l'ensemble des valeurs de Zt^Zj, . • • , z,^ 
ou des points représentés par ces variables constituait dans la 
théorie des fonctions de plusieurs variables un point ana- 
lytique. En entendant le mot point dans ce sens : 

Nous appellerons point singulier ou critique d'une fonc- 
tion /(Ziy Z2, ..., z„) un point où cette fonction cesse 
d'être monodrome, monogène, finie ou continue. 

Nous distinguerons deux espèces de points critiques pour 
les fonctions/qui restent monodromes, c'est-à-dire qui n'ont 
qu'une seule valeur en chaque point. Soit ai, a2, . . ., «/i un 
point critique; s'il existe une fonction F(ri, Sj, ...,5/i) 
synectique en ce point et telle que /F n'ait plus le point 
Ut , ^2, , . . , an pour point critique, nous dirons que ce point 
est un point critique ordinaire de /; s'il n'existe pas de 
fonction synectique en a,, a2, ..., a^, telle que /F n'ait 
plus ce point pour point critique, on dira que le point cri- 
tique en question est un point' essentiel pour la fonction/. 

Les points critiques ordinaires peuvent être des infinis ou 
des points à'^ indétermination. Puisqu'un point singulier 
ordinaire de la fonction / est un point tel qu'il existe une 
fonction synectique F jouissant de cette propriété que le pro- 
duit ç=y*F soit synectique, on en conclut quey*= ^; si 

^ est différent de zéro au point critique, / est infini en ce 
point et le point critique sera ce que l'on appelle un infini; 
mais, si <p et F sont nuls à la fois, il pourra arriver que cp soit 
divisible par F; cependant nous devons faire abstraction de 
ce cas : le point considéré ne serait pas singulier; ^ et F 
pourront se mettre sous les formes Py et QG (après leur avoir 
fait subir une substitution linéaire, si c'est nécessaire), P et Q 
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désignant des polynômes entiers en r, à coeflicients syoec- 

tiques en ^3, z^, • • . et v, G désignant des fonctions svnec- 

V . . . P 

tiques. Le rapport -' est bien déterminé, mais le rapports 

est, en général, indéterminé et il dépend des rapports des 
variables; on a alors ce que Ton appelle un point d'indéter- 
mination. 

Ajoutons qu*un point à TinGni peut être singulier; sien 
un point les variables 3,, 33, ... sont infinies, le point sera 
dit singulier de même espèce que le point -3| = o, 5j = o, . . . 

«le lu fonction /( — > - ♦ . . . ) . 

Tm^.oRKMK I. — L'nr série entière, c'est-à-dire dont les 
différents termes V01 V|, . . . , V»,, . . • sont des polynômes 
homogènes en 2, , ^j, . . . , ^^ de degrés o, i , q, . • . , m, • . •< 
respectis^ement et qui reste com^ergente pour toutes les 
râleurs finies de ees varia blés ^ a nécessairement un point 
essentiel à r infini. 

Posons en effet 

si à rin(îni/(5|, ...) ne présente pas de point essentiel» 
/( . I - . » • ••> r ) nVn présentera pas non plus, en suppo- 

sunt nulle Tune dos variables z\ c'est-à-dire que/"( -7-» ••• ) 
pourra se mettre sous la forme 






-,) 



— » » 



z.) 



Ci et II désignant des séries entières ou, si Ton veut, des fonc^" 
lions synecliques à Toriginc. Or, si cela était possible, en po^ 
sant 5| =rt| /, 5a= a^/, .., 5^ = a^/el 5^/)=y*(ai t^a^ty ...)^ 
(1) deviendrait 

(:i) ç(/)= A«-^ Ail -h...-*- A^ !"•-♦-...; 
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t) serait synectique par rapport k t et présenterait en 
néral un point essentiel pour t = co (nous supposons bien 
tendu, ce qui est possible, les a tels que les A ne soient 

ts identiquement nuls) ; la fonction /( — >—>•••> — ) > ûj i , 

;, . . • n'étant pas nuls, serait également douée d'un point 

sentiel à Tinfini et /*( — - > — - j • • • > — - ) d'un point essentiel 

"^ \ait a^t cinU 

l'origine. Mais cette fonction s'obtient en faisant z\ = at <, 
= «2 /, . . • dans /(-T> • • • ) ; on aurait donc 

f(— — , , \ GÇo^^^^j^^^ 

!qui est absurde si l'origine est un point essentiel, G(ai t, ,.,) 
H(a|/, . . .) étant des séries convergentes ordonnées sui- 
int les puissances croissantes de t. 

Théorème II. — Une fonction synectique en chacun de 
*s points, excepté à U infini, et qui n'a pas de points 
isentiels même à V infini, est un polynôme entier. 

Une pareille fonction, en effet, est développable par la 
érie de Maclaurin et le développement doit avoir un nombre 
imité de termes; sans quoi, en vertu du précédent théorème, 
a fonction aurait un point essentiel à l'iniini. 

Théorème III. — Une fonction toujours synectique, 
'xcepté en certains points singuliers, et qui n'a pas de 
Joints essentiels même à V infini^ est une fonction ration- 

telle. 

En effet, soit f(Zi, z^, • • •, Zn) une fonction sans points 
essentiels, mais synectique, excepté en certains points singu- 
iers; si Ton donne à ^2, • • • , Zn des valeurs fixes, la fonction 
^ se réduira à une fonction synectique de z^, excepté en cer- 
^ins points où elle pourra être infinie sans avoir de points 
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essentiels ; elle sera donc rationnelle et pourra se mettre sous 
la forme 



ji^li ^ii •••» ^n) — 



Bo -4-B|5|-r-...-+- Bç^^ 



Ao, A| , . • . , Bo, B| , . . . désignant des fonctions de z^j . . • ^z„. 
Si, dans cette formule, on donne à ^i des valeurs différentes 
en nombre égal à /> -h ^ 4- i , on aura p -\- q -^ i équations 
du premier degré en A©, A| , . . . , B©, B| , ... qui détermine- 
ront les rapports de ces quantités à Tune d'elles, ces rap- 
ports dépendront de fonctions rationnelles des valeurs de 
/(^i, ^2» • • -î ^n) pour les diverses valeurs de Zi ; ce seront 
donc des fonctions synectiques de ^2, ..., 5^, excepté en 
certains points singuliers non essentiels. 

Considérons l'un de ces rapports, ou, si l'on veut, l'une 
des quantités A, B, on verra comme tout à l'heure qu'elle est 
rationnelle par rapport à Z2 et que ses coefficients sont synec- 
tiques par rapport à ^3, 54, . . ., z„y excepté en des points 
singuliers non essentiels, et ainsi de suite. Donc 

est rationnelle par rapport à toutes ses variables. 

c. Q. F. D. 

VI. — Sur les intégrales multiples des fonctions de variables 

imaginaires. 

Le premier qui se soit occupé des intégrales doubles des- 
fonctions de variables imaginaires est M. Marie (XLIV* Cahier 
du Journal de VEcole Polytechnique, — Sa théorie des 
fonctions imaginaires, Comptes rendus, i853). En 1868, 
j'ai fait connaître une formule analogue à celle de Cauchy et 
qui permet, au moyen d'une intégrale multiple, d'exprimer 
une fonction des solutions de plusieurs équations simultanées ; 
enfin, MM. Picard et Poincaré ont essayé, ce dernier surtout 
{Acta mathematica^ 1887), d'édifier la théorie générale des 
intégrales multiples des fonctions de variables imaginaires. 



FONCTIONS SYNECTIQUBS DE PLUSIEURS VARIABLES. l5 

Nous allons analyser son Mémoire, en nous bornant au cas 
de deux variables. 

Soïi/(x^y) une fonction de deux variables imaginaires ^, j', 
soil 

imaginons que Ton établisse entre Ç, r,, Ç', r/ deux relations 
ou, si l'on veut, que Ton pose 

Formons l'expression 

= A^.y)[{d'^d'^'-dr^dr^')-+-)/-i(d^d7^'-^dridi')\; 

nous appellerons intégi'ale double àc f{x,y) dxdy et nous 
désignerons par le symbole 



j j f{^iy)dxdy 
l'expression 






liDlégrale double en question est donc a priori susceptible 
d'une infinité de valeurs qui dépendent de la nature des rela- 
lions établies entre Ç, Ç', Tj, t^', 5, t. 

Si l'on considère le point défini dans l'hyperespace (t. 111, 
p- 182) par les variables Ç, Tj, Ç', t^', établir entre ces variables 
deux relations, c'est les obliger à décrire une variété à deu\ 
dimensions, une surface : l'intégrale (i) sera prise le long de 
celte surface qu'il faudra, pour achever dedéfinirrintégralc(i), 
limiter à un certain contour que l'on se donnera au moyen de 
certaines inégalités entre s el t\ voilà donc le symbole 



jjA^iy)dxdy 
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nettement défîni, et il ne nous reste plus qu'à faire connaître 
ses principales propriétés. 

VII. — Sur une classe particnlière d'intégrales doublet. 

Désignons par/j-y une fonction des variables X| , Xa, • • . , x^ 
qui jouira des propriétés suivantes 

//y = — ///> /// = o î 
posons dans cette fonction 

et considérons l'intégrale double 

prise le long d'une certaine surface limitée par un contour 
fermé C, le signe ^devant s'étendre à un système de n valeurs ; 
données aux lettres i et y. On pourra encore écrire 



- -//2/" S t ■'■"^ 



cherchons la condition pour que l'intégrale V ne dépende pas 
de la surface le long de laquelle on intègre quand le contour C 
reste invariable; à cet effet, imaginons que les x deviennent 

fonctions d'un paramètre a et exprimons que -r- est nul ; on a 






■ffl" 



ds d%ùt 



Nous désignerons par A, B, des intégrales qui figurent au 
second membre, en sorte que 

0) ^=A-^B + C; 
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on a 

J J Zià dXk à% ds dt ^ ' 

"'ISl.f-'^.'if ■>■■>■■ 

Intégrant par parties et observant que, sur le contour limita- 
leur de la surface, les x ne varient pas, 

on trouve de même 

et, par suite, la formule (i) devient, en observant que les 
termes en //y se détruisent, 

dV __ r r^ ^ ^f ^fu \^^k àxi dxj dxfc ôxj dxt dxk àxi dxj\ 
"ai "J J ^ ^ dxl \^ ~ds ~di ds ~dr ~di ^ 'ai ~dôï \ ' 

On peut encore écrire celte formule ainsi 

àa J J Aà \_àxk àxi àxj \ d{a,s,t) 

et alors, pour que -p soit nul, il faut que le coefficient de 
^ ** '* /^ le soit, sans quoi on pourrait prendre ce déter- 
minant de signe contraire à son coefficient et rendre --r- néga- 
tif. Ainsi, pour que l'intégrale V soit indépendante de la 
surface d'intégration, il faut et il suffit que Ton ait 

dxk àxi ôxj 



\ 



YUI. — Extension dn théorème de Canchy. 

Par déûnition l'intégrale double / j f{jc^ y) dxdy est, 
L. — Traité d'Analyse, IV. a 
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comme nous avons vu au § VI, ]a valeur de Tintégrale ordinain 






) 






ou, en remplaçant /(x, y) par X 4- Y ^ — 1 , 
Les quantités y/y sont, en posant 

i=zxt, T^=x„ Ç'=^j:j, r/rrzr^, 
/ii = o, fit==o, /i3=X — Y/— I, /,^=r XyCTT— Y. 
A« - o, /„ = X ^~i - Y, /,, ^ - X - Y ^~t . 
Ai = o, /i\ = 0, fkk — O] 

et il est facile de voir que les relations analogues à la for 
mule (2) du paragraphe précédent sont 

r>(\/^— Y) d{X-^\y/^) __ 
c)(X-f-Y/^) ()(Xv/~— Y) 



d^ àr^ 



--T O, 



lesquelles sont satisfaites en vertu des relations 

(>5 ~ (>T) ' (h) ~ dÇ ' 

On peut donc dire que : 

L^ intégrale f f f{Xjy)dxdyést indépendante de la sur- 
face le long de laquelle on la prend, le contour qui limite 
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cette surface restant le même, pourvu que^ en se dé/or- 
mcint, la surface d^ intégration ne rencontre pas de point 
pour lequel la Jonction f cesserait d^étre synec tique. 

Si nous conservons le nom de points critiques aux points 
«le riivperespace ç, $', r,, r/, pour lesquels la fonction / cesse 
«l'èire svnectique, ces points formeront une surface continue, 
au moins en général, car Téquation 



/(J:, r) = « 



ou 



Xi -+■ Yi^—i = o 



se décompose en deux X| = o, Yj = o entre quatre variables 

Nous bornerons à ces quelques notions la théorie desinté- 
Ivraies multiples, dont il n'a pas encore été fait beaucoup d'ap- 
plications. 
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\PITRE n. 



THEORIE DES R^NCTWNS ALâÊBRlQCBS. 



I. — De l^îiTétectikilité. 

lue fonction rationnoUode plu>îeursquanlités. a^ b.c^ ... 
est le quotient de deu^ poUnôme> entiers par rapport à ces 
quantités; mais on donne |^rfv>is au mot rationnel un seos 
plus restreint : ainsi Ton dit qu'un poKnôme en a^ by Cy ... 
est rationnel quand ses coetlicienls numériques sont eux- 
mêmes des nombres rationnels. 

Quand on \eut étendrv cette acception du mol rationnel, 
on dit quelquefois que Ton aJjoint des quanlilés z, ^, 
y, ... ; un polxnome qui nVtait pas rationnel dans le sens 
que nous avons donné tout à l'heure devient rationnel, s'il 
Test par rapport à cf, A, c, ... et par rapport au\ quantités 
adjointes a, 3, •;• 

Par exemple, .r- — >. \ :» j* -:- i n*est pas un polynôme ra- 
tionnel, mais il devient rationnel, si Ton adjoint le radical ^. 

Les quantités adjointes peuvent être en nombre inCni ; on 
peut adjoindre, par exemple, toutes les irrationnelles réelles; 
on peut adjoindre tous les nombres, mais non les imaginaires; 
on peut adjoindre tous les nombres, même les nombres ima- 
ginaires. On peut adjoindre à un polvnome tous ses coeffi- 
cients et même leurs racines carn-es, etc. Un polynôme F (âf) 
entier en x est dit irréductible quand il n*admet pas de 
diviseur rationnel. Une équation algébrique F(x) = o est 
irréductible quand son premier membre est un poljnôme 
irréductible. 
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L'irréductibilité d'un polynôme ou d'une équation dépend 
donc de la manière dont on définit les polynômes rationnels. 
Tel polynôme irréductible devient immédiatement réductible 
Y^^T Y adjonction de certaines quantités. 

Par exemple, le polynôme x^ — 2 est irréductible; mais il 
acquiert les diviseurs rationnels x — y/2 et ^ -f- v^2, si l'on 
adjoint l'irrationnelle y/2. 

Ainsi, toutes les fois que nous parlerons d'un polynôme 
ou d'une équation irréductible, il sera sous-entendu que la 
définition des quantités rationnelles a été donnée avec pré- 
cision. 

Nous comitiencerons par démontrer, ou par rappeler une 
proposition fondamentale sur les équations irréductibles. 

Théorème. — Si une équation algébrique f{x) = o, dont 
le premier membre est un polynôme fi^x) rationnel, admet 
une racine d^une équation irréductible F(j:) = o, elle les 
admet toutes, et Von a 

(1) /(^)=|F{x)]7Q, 

q désignant un nombre entier et Q un polynôme qui ne 
s* annule pas avec F(a:). 

En effet, si y* = o et F = o ont une racine commune, /et F 
ont un diviseur commun D, qui sera nécessairement rationnel, 
puisqu^on pourra le trouver par la méthode du plus grand 
commun diviseur qui n'introduit pas d'irrationnalités autres 
que celles qui existent dans / et F et qui sont censées 
adjointes. 

Ce diviseur commun ne peut être que F(^); car, si ^{x) 
avait UD diviseur autre que lui-même et rationnel, il ne serait 

pas irréductible; de deux choses l'une, ou ^y^ et F (^) n'ont 

pas de diviseur commun, ou F (a:) est encore ce diviseur 
commun, et ainsi de suite ; si f{x) admet le diviseur [F(^)]^, 
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^** si HT" — . - nailmol plus île diviseur commun avec /(j:), on 
aura 

(j désignant un poUnOmie entier, ce qui démontre la for- 
mule (i). 

Le théorème en vertu duquel, si une équation à coefficients 

réels admet /* fois a - [i \ — i |K)ur racine, elle admet aussi 

/* fois la racine a — [i \ - i , est un corollaire de celui-ci ; dans 
ce cas. 



II. — Des fradioBs algébriques. 

On ap|H4le/()«(7iof« al^êbrù/ue de plusieurs variabUs 
Xis .1*2 r„ une fonction »* de ces variables dont la va- 
leur esl donnée par une équation irréductible 

/{Jtis Jf*» ...» JTm, y : O. 

c*esls\-dire telle que /' désii^ne un polvnome entier en Jo 
X:*^ 1*11, r n'admettant aucun diviseur rationnel par rap- 
port à ces variables. Sont donc considérées comme adjointes 
toutes les quantités indépendantes de X|, x^, ..., Xj, ctv. 
Nous nVtudien>ns guère dans ce qui va suivre que les fonc- 
tions algébriques d\ine seule variable: elles sont définies. 
d*après ce que Ton vient de dire, par des équations irréduc- 
tibles de la forme 

c'est-à-dirt* telles que /^x, v^ désigne un polvnome qui n'ad- 
met pas de diviseur entier en x et v. Si/'»x. v) admettait un 
tel diviseur, il pourrait se décomposer en facteurs ^(x, r). 
i(x, y), . . . irréductibles, et alors chacune des équationî^ 

ïiX. »*^ = o. ^»x, v^i—o, 
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servirait à définir une fonction algébrique : toutes ces fonc- 
tions algébriques seraient en général distinctes. 

C*cst ce qui ressortira plus clairement de Tétude que nous 
allons faire aux paragraphes suivants. Bornons-nous à faire 
observer que les équations rz = Oy i = o ne peuvent définir 
des valeurs de v toujours égales, quel que soitx. que si o et 
*l sont identiques à un facteur constant près, puisque ces deux 
équations sont irréductibles. 

Une /onction algébrique ne peut saiis/aire ii la /ois à 
deux équations irréductibles différentes. 

Sans quoi, ces équations auraient un facteur commun né- 
cessairement rationnel, puisqu^il serait donné par la méthode 
du plus grand commun diviseur, et ne seraient pas irréduc- 
tibles. 

L'orrfre d'une fonction algébrique est l'ordre deTéquation 
irréductible qui sert à la déGnir: cet ordre est compté ordi- 
nairement par rapport aux deux variables x eiy, mais on peut 
l'estimer quelquefois par rapport à la seule variable y. 

Une fonction algébrique, d'après ce que l'on a vu ^t. III, 
p. 348)^ est continue, monodrome et monogène à l'intérieur de 
tout contour ne contenant pas de point pour lequel l'équation 
irréductible qui la définit acquiert une racine multiple ou 
infinie- 

m. — Théorème fondamental de Gallois. 
Soient 

{l) /(jr)=o 

une équation algébrique, Xo^ Xt, ..., x„^i ses racines; 

soit 

V = <p(xo, ari, ...jXn-i) 

une /onction rationnelle de ces racines qui prenne ni va- 
leurs distinctes quand on permute les lettres Xq, Xt^ . » . , 
x„_i ; si les racines Xo^Xt,.,,, x„^i sont inégales, on pourra 
exprimer Xq, ^i, ^2, • • • rationnellement ou moyen de V. 
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[La' fonction f{x) n'est pas nécessairement irréductible.] 
En effet, permutons dans V les racines Xs , x^y . • • • Xn_x de 
toutes les manières possibles, V prendra i .2. . . (/i — >) = î* 
valeurs distinctes V©, V|, . . ., V^l-i et Téquation 

(V-Vo)(V-V,)...(V-\V,)=o, 

qui aura pour racines V©, Vj, . . . , pourra se mettre sous la 
forme 

(a) F(V, .ro) = o, 

F(V, Xq) désignant une fonction rationnelle de V et de x^\ 
car les coefficients de cette équation en V sont fonctions 
symétriques des racines jTi, X2, • . . , Xn-% de Téquation 

X — Xq 

et sont rationnels en Xq. Mais, l'équation (2) ayant pour ra- 
cine Vq, on a 

Donc Téquation 

(3) F(Vo, a7) = o 

a pour racine Xq ; les équations (1) et (3) ont donc une racine 
commune. Je dis qu'elles n*en ont qu'une, et, en effet, si elles 
en avaient une autre, Xx par exemple, on aurait 

ce qui est absurde, car on a 

F(V, Xo) = (V-Vo)(V-V,)... 
et, en changeant jTq en x^ et x^ en Xq^ 

F(v, T,) = (v-v'o)(v~v;)..., 

V'o»V',, . . . désignant ce que deviennent Vo,V|, . . . quand on 
permute x^ et Xs. Ces valeurs par hypothèse sont différentes 
de Vo, V| , . . . , donc on ne saurait avoir F( Vq, j^i ) = o ; les 
équations (1), (3) n'ont donc que la seule racine commune j:«, 



f 



k 
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que Ton pourra trouver par les méthodes connues, et qui sera 
fonction rationnelle de Vq : on aura de môme les autres 
racines. 

Remarque. — jTq, j^i, . . . , :r„_i étant fonctions rationnelles 
de Vo, V| sera fonction rationnelle de Vo : on voit donc que 
! toutes les racines de Téquation F(V, ^o) s'expriment ration- 
nellement au moyen de Tune d'elles. 

Corollaire I. — Étant données tant de fonctions al- 
gébriques que Von voudra, on peut les considérer comme 
fonctions rationnelles d^une même fonction algébrique. 

Si les fonctions algébriques données sont distinctes, on 
pourra toujours former une équation (E) réductible ou non, 
admettant ces fonctions algébriques pour racines et n^ayant 
pas de racines égales: il suffira pour cela de multiplier entre 
elles les équations irréductibles auxquelles satisfont les fonc- 
tions données. L^équation résultante n^aura pas de racines 
égales, car les équations irréductibles données n'ont pas non 
plus de racines doubles; sans quoi elles admettraient des 
diviseurs rationnels fournis parla méthode des racines égales; 
les équations irréductibles en question n'ont pas non plus 
de racines communes, sans quoi elles ne seraient pas dis- 
tinctes, et l'on n'emploiera une équation irréductible qu'une 
fois, quand deux des fonctions données satisferont à cette 
équation. 

Alors, en vertu du théorème que nous venons d'établir, 
les racines de l'équation (E), parmi lesquelles sont nos fonc- 
tions algébriques données, pourront s'exprimer en fonction 
rationnelle d'une fonction des racines de (E) convenablement 
choisie. 

IV. — Ëtnde et classification des points critiques. 

On appelle point critique d^une fonction, comme l'on 
sait, tous ceux où cette fonction cesse d'être monodrome, 
monogène, finie ou continue. 
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Les fonctions algébriques possèdent deux espèces de points 
critiques : les pôles oii elles deviennent infinies sans cesser 
d'être monodromes, et les points algébriques ou de ramifi- 
cation, autour desquels elles cessent d'être monodromes ; un 
point critique peut être à la fois un pôle et un point de rami- 
fication. 

La classification des points critiques des fonctions algé- 
briques a été faite par Puiseux (t. XV du Journal de Liou- 
ville, i*"* série) à peu près comme il suit : 

Considérons Téquation irréductible de degré m 

Les points critiques que nous étudierons tout d*abord seront 
censés tels que y y reste fini; ils sont alors donnés, comme 
nous Tavons fait observer (t. III, p. 348), par les équations 

f — o et - - — o 
OU 

en dénotant par/,, /a,/,,, ... les dérivées jj^, ^^> ^> 

Cette équation (a) nesaurail être identique, sans quoi (i) aurait 
une racine double quel que soit x et admettrait un diviseur 
rationnel; elle ne serait donc pas irréductible, comme on Ta 
supposé. 

Soit donc a, b une solution commune aux équations (i) 
et (a). Posons 

Téquation (i) deviendra 

Si Ton développe son premier membre par la formule de 
Taylor, elle prend la forme 

(0 ^l^^f^^rfi = o\ 
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elle ne contiendra pas de terme indépendant de Ç et r,, car 
ce terme est/(fir, b) = o; elle ne contiendra pas non plus de 
terme en t,, car le coefficient de ce terme est /a (a, 6) = o; 
mais elle contiendra un terme au moins indépendant de Tj et 
un terme indépendant de Ç, sans quoi elle serait divisible 
par r, ou par Ç ; /{x, y) serait divisible par y — b ou a: — a, 
et Tëquation (i) ne serait pas irréductible. 

Ceci posé, on sail que l'on peut, soit parla méthode (t. II, 
p. 149) algébrique de Minding, soit par la méthode géomé- 
trique de Newton, trouver les racines tj infiniment petites 
d'ordre v par rapport à Ç; toutes les racines tj infiniment pe- 
tites par rapport à Ç sont d'ailleurs d'un ordre fini et com- 
mensurable. 

Nous supposerons donc que l'équation (3) possède fi| 
racines d'ordre v,, /î2 racines d'ordre Vj, ..., n^ racines 
d'ordre Vp^. Considérons en général le groupe des n racines 
d'ordre v : l'équation (3) pourra se mettre sous la forme 

^ désignant un polynôme homogène en r^ et $^, cl £ dési- 
gnant un infiniment petit d'ordre supérieur. Si l'on con- 
sidère l'équation 

(4) <?(a, i) — o, 

elle aura n racines a,, aj, . . . , 7.,^, et les racines d'ordre v de 
l'équation (3) auront pour valeurs approchées ai ç^, aaÇ^, .. .* 

car j^ aura pour Ç = o les valeurs ai , a,, .... 

Si V est entier, les valeurs approchées de 7| seront mono- 
dromes autour du point o, et il en sera de même des valeurs 

exactes ; en effet, les valeurs exactes de 7^ diffèrent infiniment 



T. 



peu des valeurs approchées a ; on peut donc poser — = 7. -\ 
Cl) désignant un infiniment petit, et alors on aura 



(0, 



r, = Çva-|-a>^'. 



à 
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Les diverses valeurs exactes différeront donc des valeurs 
approchées d'infiniment moins que celles-ci ne diffèrent 
entre elles, et, par suite, ne sauraient se permuter les unes 
dans les autres. Ce raisonnement toutefois tomberait en défaut 
si Téquation (4) avait des racines égales. Nous reviendrons 
sur ce cas tout à Theure. 

Si V est fractionnaire de la forme -j q Gi p étant premiers 

entre eux, les valeurs approchées a, ç^, ajÇ^, ... ne seront 
pas monodromes autour de l'origine; en effet, si Ton pose 

;--r(?V-i et si Ton fait varier de 27r, ç^=/*V7 *" sera 

multiplié par e~^~^ et ne reprendra sa valeur primitive que 
quand le point Ç aura tourné q fois autour de l'origine (ou le 
points q fois autour du point a). Mais, les diverses valeurs 
approchées de r^ étant racines de «(r,, \*) = o, il faut que ces 
valeurs se permutent les unes dans les autres; il en sera de 
même des valeurs exactes de t,, car elles ne diffèrent des valeurs 
approchées que de quantités infiniment moindres que celles 
dont elles diffèrent entre elles. 

Les racines d'ordre v se partageront donc en groupes de 
racines se permutant les unes dans les autres, ou restant 
monodromes si v est entier. Cette conclusion ne tombera en 
défaut que si l'équation (4) a des racines égales. 

Supposons donc que l'équation (4) ait des racines égales; 
changeons encore de variables et posons 



^ - r' 



l'équation (i) pourra s'écrire 

El étant un infiniment petit; soit t! une racine multiple de 



posons 



T/=a'4-V, 
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réqualîon précédente prendra la forme 

^'^Xp é ^'^ — *'• 

A!^^ désignant un coefficient constant. On discutera cette 
équation comme Téquation proposée. 

En résumé, on voit qu'autour d'un point où /(x^y i = o 
acquiert des racines égales, les diverses valeurs de y qui 
deviennent égales se partagent en groupes de racines se per- 
mutant les unes dans les autres quand le point x tourne 
autour du point critique, un groupe pouvant d'ailleurs ne 
contenir qu^une seule racine, qui, par suite, est monodrome. 

La discussion précédente ne s'applique pas au point situé 

à rinfini ; mais, si ce point est critique, on posera x = — dans 

l'équation /"(x, ^') = o, et Ton étudiera facilement les varia- 
lions de y provenant des variations de x dans le voisinage du 
point à rinfini en faisant varier le point x' autour de Torigine. 
Il reste à examiner ce qui se passe autour d'un pôle de la 
fonction^, c'est-à-dire autour d'un point qui rend cette fonc- 
tion infinie; on le fera en changeant v en — ? dans l'équation 

/(x,y)= o: les variations de ^''feront alors connaître celles 
de V. 

y. — Des lacets. 

Soit a {^g- I ) un point critique d'une fonction quelconque ; 
autour du point a comme centre décrivons un cercle BCD de 

Fîg. I. 



h. ^ 

/ 

' / 



I 

I 

I 



ravon infiniment petit, imaginons que Ton enlève une portion 
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infiniment petite DB de la circonférence et que Ton fasse 
partir de B et D deux lignes infiniment rapprochées l'une de 
Tautre, AB et DE ne se coupant pas, la figure ainsi formée 
porte le nom de lacet relatif au point critique a. Le lacet 
ainsi formé est censé parcouru dans un certain sens : ce sens 
est direct si le point décrivant a Tintérieur du lacet à sa 
gauche; le sens est rétrograde dans le cas contraire. D'ail- 
leurs Taire infiniment petite du lacet ne doit contenir aucun 
autre point critique que le point a^ le contour même étant 
à ce point de vue censé faire partie intégrante de Taire. Sup- 
posons le lacet parcouru dans le sens direct par un mobile qui 
partira alors du point A; ce point A est Yorigine ou Ventrée 
du lacet, le point E placé vis-à-vis en est V extrémité ou la 
sortie, AB et DE sont les bords du lacet. Le bord que l'on 
parcourt en ayant l'aire du lacet à gauche ou quand on che- 
mine dans le sens direct est le bord droit, l'autre est le bord 
gauche; on dit aussi la droite et la gauche du lacet. La por- 
tion BCD est la circonférence du lacet. 

VI. — Variation d'une fonction algébrique le long d'un contour 

quelconque. 

Considérons maintenant un chemin quelconque C allant 
de Xq en X\ ; donnons-nous en x^ la valeur initiale de la fonc- 
tion algébrique y^ et proposons-nous de calculer la valeur 
que prendra j^ en Xs , si l'on fait suivre à la variable x le chemin 
donné C. 

Observons à cet effet que Ton peut remplacer le chemin G 
par un autre C provenant de la déformation continue du pre- 
mier, pourvu que, entre deux chemins successifs conduisant 
de la forme C à la forme C, il n'existe aucun point critique 
algébrique de la fonction y\ ou, si l'on veut, pourvu que, 
dans sa déformation, le chemin ne rencontre aucun point 
critique algébrique, car entre ces deux chemins successifs la 
fonction restera monodrome. 

Imaginons qu'en chaque point critique on plante un piquet 
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rond et que, attachant un fil en Xqj on lui fasse suivre le con- 
tour donné C et traverser un anneau planté en Xi ; cela fait, 
tirons le fil en x^ de manière à le tendre; en se déformant, 
ce fil figurera divers chemins conduisant à la même valeur 
de^ en C| que le contour primitif; car jamais le fil ne pourra 
franchir un point critique, grâce à Faction des piquets fichés 
en ces points; considérons alors le fil complètement tendu; 
il aflecte la forme d'un polygone ajant ses sommets en Xq, 
en jTf et aux points critiques : seulement quelques cotés 
pourront être formés de la juxtaposition de plusieurs brins; 
de même les piquets plantés aux points critiques pourront 
être partiellement embrassés ou complètement entourés une 
ou plusieurs fois par le fil. 

Imaginons alors que, laissant le fil libre de glisser dans 
l'anneau Xi, on vienne pincer chaque coté du polygone et 
tirer le fil de manière à l'amener en Xq ; enfin, entre le fil et 
chaque piquet embrassé par le fil, introduisons un piquet et 
tirons avec ce nouveau piquet de manière à amener le fil en Xo : 
la nouvelle figure affectée alors par le fil constituera encore 
un chemin équivalent à C, mais ce chemin est évidemment 
composé de lacets suivis du chemin rectiligne XoXt ; donc : 

Théorème. — Quand il s'agit de savoir quelle valeur 
prend une fonction algébrique y en un point x^ quand la 
variable suit un chemin Xq Xt, la valeur dey au point de 
départ étant y ^^ on peut remplacer ce chemin par un autre 
formé d* une série de lacets ayant leur origine enx^ et du 
chemin rectiligne Xq Xi. 

II ne reste plus qu'à étudier Teffet d'un lacet. Supposons 
qu'à l'entrée du lacet la valeur de la fonction y soit joî 
lorsque la variable Xy suivant le bord droit, sera arrivée sur le 
petit cercley, elle y acquerra la valeur j^'^^ ; quand la variable x 
aura décrit le petit cercle et sera venue sur le bord gauche 
du lacet, ou bien y reprendra la valeur y^^ et le point critique 
sera de nul effet sur la valeur considérée de y, ou bien y 
acquerra la valeur y\ différente de y^ et le long du bord 
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gauche du lacet y prendra des valeurs différentes de celles 
qu'il avait sur le bord droit, car le long des bords du lacet il 
n'existe pas de point pour lesquels la différence de deux 
valeurs de y soit infiniment petite ; j^ reviendra donc en X| 
avec une valeur différente de sa valeur initiale. 

Dans le premier cas, on dit que le lacet est inactif; dans 
le second, il est actif. 

Théorème. — Si Von part du point Xo avec la v>aleur 
initiale y ^ de y y il existera toujours un contour fermé tel 
qu^en revenant en x^ après Savoir parcouru, y prenne 
une quelconque y i des valeurs y^ , y 21 • • • , y m racines de 
Inéquation f{x a ^ y) =^ o, 

désignant Inéquation irréductible qui définit y. 

En effet, supposons que j' ne puisse prendre en x^ que les 
valeurs JK< » J'2» • • • > y h ' étant <; m, lesquelles se permute- 
ront alors exclusivement les unes dans les autres. Formons 
les fonctions symétriques 

l'équation 

(2 ) y— A,y-i 4-. . . ±: A/ = o 

définira une fonction algébrique de x de degré 1 <C w, car A|, 
A2, . . . sont des fondions rationnelles de a:; en effet, elles 
sont monodromes, monogènes, et n'admettent qu'un nombre 
limité d'infinis, qui sont ceux de Ti, yi, - . .,>'/• Mais ceci 
est absurde : en effet, l'équation irréductible (1) admettrait 
pour diviseur le premier membre de (2) qui est rationnel cl 
peut se mettre sous la forme entière. 
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VII. — Déyeloppement d'une fonction algébrique 
dans le voisinage d'un point critique. 

Soit X =. a^ y =^ b un point critique pour la fonction^ 
algébrique définie par Téquation irréductible 

les diverses valeurs de^ autour de ce point sont les unes mono- 
dromeSy les autres susceptibles de se permuter entre elles au- 
tour du point a. Les premières sont dévcloppables par la for- 
mule de Tavlor, nous n'avons rien à en dire; les autres se 
partagent en groupes, et, dans chaque groupe, toutes les ra- 
cines de ce groupe se permutent circulairement les unes dans 
les autres quand le point x tourne autour de a. Soient j^i, 
y^j • • • j J^/ '^s valeurs de^ qui se permutent ainsi les unes 
dans les autres et qui forment un groupe ; posons x — a := t', 
y^ par exemple, pourra être considéré comme fonction de t] 
or, quand le point x a eflfectué i révolutions autour du point a, 

i 

(x — a)' ou / a repris sa valeur initiale, ainsi que^i ; donc^i 

est fonction monodrome de ^et, par suite, il est développable 
suivant les puissances de t. On peut donc poser 

yx = A-+-B/-hCr*-i-... 

ou 

k i 

Ainsi, en général, dans le voisinage d'un point cri- 
tique a, qui n'est pas un infini y la fonction algébrique est 
développable suivant les puissances entières d'une racine 
de X — a. 

Le développement peut d'ailleurs servir à représenter 
tout un groupe de racines. 

Si le point a est un infini, sans être un point critique algé- 
brique, le développement de y pourra se faire suivant les 
puissances positives et négatives entières de x — a ; si le 

L. — Traité d'Analyse t IV. 3 
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point a est à la fois un pôle et un point de ramification, le 
développement aura lieu suivant les puissances positives et 
négatives d'une racine de j: — a. 

Disons enfin que, de la théorie des asymptotes, il résulte 
que, en général, il existe, pour or = x>, des développements de 
la fonction y sous la forme 

V = Cx-r- Co-r- - H -f- . . . , 

C, Coî C|, ... désignant des constantes, si le pointa Tinfini 
n'est pas critique; s'il est critique, on aura les développe- 
ments correspondants en changeant ;r en - et y en — dans 
l'équation qui sert à définir la fonction y. 



VIII. — Des cycles. 
Soit 

une série ordonnée suivant les puissances entières positives 
et croissantes de t^ dans laquelle A et m sont différents de 
zéro, et où A, B, C, ... sont indépendants de t\ supposons 
cette série convergente dans un cercle de rayon fini ou infini 
décrit de l'origine comme centre, la courbe ou la portion de 
courbe représentée par Téquation 

(i) ^ — />» = A(;r-- a)" -t- B(j: — «)«-+-.. ., 

<2, b désignant des constantes quelconques et n un entier po- 
sitif, est ce que l'on appelle un cycle. Ce cycle peut aussi 
être représenté par les deux équations 

(2) X — a = rs ^— 6 = A/'"-t-Br?-4-C/Y-4-..., 

et nous supposerons que les nombres w, 3, y, . . ., n n'ont 
pas de diviseur commun. 

En vertu de la théorie que nous avons exposée aux para- 
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graphes précédenls, / pourra se développer en série ordonnée 

suivant les puissances de (y — bj"* el, par suite, x — a aussi, 
en sorte que le cycle pourra de même être représenté par une 
équation de la forme 

X -- a = X'(jr — by^ ^ B'ijr — b y^ -^ 

A', B', . . . désignant des constantes, m^n,p, ... des entiers. 
Soumettons le cycle (i)à une transformation de coordonnées 
tout à fait générale, transportons l'origine en un point quel- 
conque a'j bl et appelons j!^y les nouvelles coordonnées; 
les formules de transformation seront 

X* — a'=À ix — a\ — *^{y — b)^ 
y^V^\\x — a)-^^iy—b), 

X, ;JL, a', [x' désignant des constantes. Ces formules donnent 

ar'— a' = X /« — [X A /"« — ... , 

I Si les formules de la transformation des coordonnées sont 
I tout à fait générales, x! — al eiy — 6' sont développablcs en 
! séries ordonnées suivant les puissances entières de t et les 
^ premiers termes de ces séries seront du même ordre par rap- 
; port à /. 

Il faut conclure de là que, sites axes de coordonnées sont 
quelconques, les nombres met n sont égaux et Uon a 

x — a = t'^, yr — b = A /«-r-B /«-*-« — 

Effectuons encore une transformation de coordonnées ; on aura 

x'—a'={X -r-îx A )/« — ..., 

y_6'=(X'-r-îx'A)/«-r-..., 

€t, si Ton détermine la transformation de manière que 

X'H-.a'A=o, 
le premier terme du développement de ^ sera d'ordre supé- 
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rieur au premier Icrme du développement de x. L'ordre du 
premier terme du développement de x ne peut pas s'élever 
en même temps, car il faudrait qu'on pût l'abaisser par une 
transformation inverse, ce qui est impossible; c'est d'ailleurs 
ce que l'on vérifie directement en mettant à la place de \ [x, 
y^y Y-' leurs valeurs en fonction des angles dont les axes ont 
tourné. Quoi qu'il en soit, par un choix convenable d'axes, 
les équations du cycle pourront être présentées sous la forme 

T — a — Mtn ... N/«+» -+-..., 

A, B, . • ., M, N, . . . désignant des constantes, ou sous la 
forme 

(3) y — b = GiT — a)~^-^ Uix — n) "~ -+-... 

ou encore 

G, H, . . . , A, ... désignant toujours des constantes. 

Lorsqu'un cycle est représenté par une équation de la 
forme (3) ou (4) (si les fractions qui servent d'exposants 
à X — a ne peuvent avoir de plus petit dénominateur com- 
mun que ^), le nombre n est ce que l'on appelle V ordre du 
cycle, le nombre v est sa classe, le point a, b est Vorigine 
du cvcle. 

Lorsque /i ^ i , l'origine est un point singulier par lequel 
passent n branches de courbes réelles ou imaginaires; ces 

branches ont toutes avec l'axe des x un contact d'ordre - 

n 

en général fractionnaire, elles ont entre elles un contact de 
même ordre au moins; exceptionnellement, le contact pourra 
être d'ordre plus élevé. 

Théorème. — Si Von coupe un cycle par une droite 
infiniment voisine de Vorigine, et non parallèle à la 
tangente^ elle le rencontre en un nombre de points infini- 
ment voisins de Vorigine, égal à son ordre. Si la droite 
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en question était parallèle à la tangente, le nombre de 
points d'intersection infiniment voisins de l'origine serait 
égal à l'ordre augmenté de la classe. 

Cela résulte de la considération de TéquatioD (.'^i ): si les 
axes sont quelconques, v r= o et la droite j' = 6 -r £ coupe la 
courbe en n points infiniment voisins de a, 6; si Taxe des x 
est tangent au cycle, v >> o, et la parallèle^' = 6 -H £ à la tan- 
gente coupe en /i -r V points infiniment voisins de a, 6. 

c. f». F. n. 



IX. — Cycles des courbes algébriques. 

D'après la théorie des points critiques de M. Puiseux, on 
sait que, dans le voisinage d^un point critique, les diverses 
valeurs de la fonction v, définie par l'équation irréductible 

se distribuent en groupes de valeurs se permutant les unes 
dans les autres. Les valeurs d'un même groupe sont données 
par une équation de la forme 

(2) y — 6 = A(x — a ;"— B< -r — a;" — . . ., 

a, b désignant les coordonnées du point critique. Cette équa- 
tion représente un cycle qui fait partie de la courbe (i); nous 
dirons que ce cycle est un cycle de la fonction y ou de la 
courbe f=- o. 

Soit ç(j:,^') une fonction rationnelle de x et y, le cycle (2) 
peut être représenté par les équations 

X — a = /*, y — b = \ t" -^ . . . , 

si les axes de coordonnées sont quelconques, et alors on a, 
dans le voisinage du point a. 6, 

r^.x, y) = ^{a — /", b — A/'» — . . . »: 
z pourra se développer suivant les puissances de / et, par suite, 
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sera d'un ordre infini tésimal entier par rapport à / : c'est ce 
que nous appellerons V ordre de ç (qui peut être positif, nul 
ou négatif) par rapport au cycle considéré; si la fonction ^ 
contenait les dérivées de j', son ordre se définirait encore de 
la même façon : ce serait son ordre infinitésimal par rapport 

k t oxk 'à {x — ay. 

On peut donner de Tordre de ç une autre définition : soient, 
pour le c^cle considéré, y\^ y^^ . . . , yn 'es valeurs de^ cor- 
respondant à une même valeur de x, la fonction 

est monodrome autour du point a, le point a est pour elle 

un zéro dont Tordre de multiplicité (ordre par rapport à 

j 

X — a) est égal à Tordre de ç, par rapport à ^ ou à (^r — a)* ; 
ainsi, pour avoir Tordre de ç, il suffit d'évaluer le degré de 
multiplicité du zéro de la fonction symétrique ^ (* ). L'ordre 
de çp pourra donc être représenté par Tintégrale 

(3) - /*'(-W. 



1 f^i±}^ 



prise autour du point a. 

Théorème. — La somme des ordres d'une fonction ra- 
tionnelle o{Xj y) relatifs à tous les cycles de la courbe 
algébrique f{xj y) = o est nulle. 

En effet, cela revient à dire que le nombre des zéros, moins 
le nombre des infinis de la fonction rationnelle 

oii y^j ya, ' ' ", ym sont les valeurs dey pour une même 
valeur de x, est nul. 

ê 

Théorème. — Une transformation de coordonnées n'al- 
tère pas tordre dUine fonction par rapport à un cycle. 



(*) En considérant un infini comme un zéro d'ordre négatif. 
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En effet, considérons le cycle 

■ 

t 

et la fonction 

: 9{x—a,y — b), 

Effectuons la transformation de coordonnées 

x'—a'= X(x—a)-h iL{jr — b), 

les équations du cycle deviendront 

x'~a'= Xt^-h fxA<'»-^^v_4_._^ 

si donc on pose 

les nouvelles équations du cycle seront 

et Ton aura 

/' est donc de même ordre que t; or Tordre de la fonc- 
tion ç par rapport aux anciens axes est Tordre infinitésimal 
de ^{fj At"'^ -i-. . .) par rapport à t et, par suite, par rap- 
port à t' : c'est donc Tordre de ç dans le nouveau système 
d'axes qui est quelconque; donc enfin une transformation 
de coordonnées n'altère pas Tordre d'une fonction par rap- 
port à un cycle. 

X. — Intersection d'un cycle et d'une courbe. 
Coupons le cycle 

(1) Xrr/'», ^= A/«-^-V-f-..., 

rapporté à son origine et à sa tangente, par la courbe 

(2) ç(x,7)=o, 
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que nous supposerons passer très près de rorigine des coor- 
données qui est l'origine du cycle. Si nous tirons x et v 
de (i) pour les porter dans (2), nous aurons 

le nombre de solutions t infiniment petites de cette équation 
sera le nombre de points d'intersection de la courbe (a) avec 
le cycle, infiniment voisins de l'origine; or le nombre de ces 
solutions infiniment petites est précisément l'ordre de la fonc- 
tion (p dépourvue de son terme constant. On peut donc dire 
que V ordre d^ une fonction ^ par rapport à un cycle C est 
le nombre de points confondus à l'origine de ce cycUj 
dans lesquels la courbe ç = o coupe le cycle* 

XI. — Somme des ordres de contact de deux cycles. 

Soient j^ Qiy les ordonnées de deux cycles de même ori- 
gine, nous aurons besoin de savoir évaluer la somme des 
ordres de contact des diverses branches de ces cycles; la 
méthode consistera tout simplement à évaluer l'ordre par 
rapport à ;r de la différences^ — y pour toutes les branches 
des deux cycles et à faire la somme des ordres ainsi obtenus: 
cela ne présente aucune difficulté quand on connaît les déve- 
loppements Aq y et dc^. 

Théorème I. — La somme des ordres de contact des 
branches de deux cycles est toujours un nombre entier. 

En effet, soient 



• • • • 



les équations des deux cycles que j'appellerai C et C. 

Cherchons d'abord la somme des ordres de contact de toutes 
les branches du cycle C avec l'une des branches du cycle C; 
appelons s^i, j^2* ••• les diverses valeurs de l'ordonnée j' 
pour une même valeur de x ^^y\'iy\'> ... les diverses valeurs, 
correspondant à la môme valeur de x, de l'ordonnée j/^ ; ce 
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|u'il faut d'abord évaluer, c'est la somme des ordres des 
lifférences ^^—y,, y^-^y^^ y^^y^^ ..., c'est l'ordre 
le leur produit {y^—y\){y^--y^){y^—y^) ...; mais le 
>roduit (^, — y){y2 — y){y^ — y) ••• est une fonction 
nonodrome et monogène de a: et de y autour de l'origine 
lu cycle; on peut la représenter par ^{oc^y), en sorte que 
:e qu'il s'agit d'évaluer, c'est l'ordre infinitésimal de ^{x^ y\) 
]uand on remplace j^', par son développement. La somme des 
>rdresque nous cherchons est Tordre de tj^(^,/'Jtj^(j:,j^'a) ...; 
:elle fonction est monodrome autour de l'origine des cycles : 
ïr l'ordre d'une fonction monodrome de^r est nécessairement 
întier par rapport à x\ donc, etc. c. q. f. d. 

Théorème II. — Quand deux courbes passent en un 
Doint M, elles se coupent en un certain nombre^ de points 
zonfondus ; si Von désigne par p le nombre de branches 
de la première courbe passant en M, par q le nombre de 
branches de la seconde courbe passant en M et par s la 
$omme des ordres de contact de toutes les branches de la 
première courbe avec celle de la seconde, on aura 

^ = pq ^ s. 

Supposons, en effet, que l'on ait pris le point M pour ori- 
gine des coordonnées; soient alors 

les équations des deux courbes; résolvons ces équations, et 
soient yt, y2^ ... les racines de la première, y\j y'^^ . . . 
celles de la seconde : la résultante des deux équations sera 
n(y/— jKy) = o; l'ordre de produit ^{vi — yj) pour de 
petites valeurs de x sera le nombre des intersections des 
deux courbes confondues à l'origine; cet ordre sera aussi 
l'ordre du produit des binômes yi — y'j qui contiennent seu- 
lement les ordonnées des cycles relatifs à l'origine; or ce 
produit est précisément '2pq + 5, somme des ordres de con- 
tact des cycles des deux courbes, qui sont relatifs à Torigine, 
diminuée de pq : ce qui démontre le théorème énoncé. 
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XII. — Classification des points singuliers. 

D'après ce que l'on vient de voir, on peut partager les 
points singuliers en deux catégories, les points singuliers à 
tangentes séparées et les points singuliers présentant des 
tangentes confondues. 

Les points singuliers d'ordre k à tangentes séparéet 
peuvent être considérés comme résultant de la réunion 

de ; points de la courbe. 

Les points singuliers d'ordre p à tangentes confondues 
peuvent être considérés comme résultant de la réunion de 

; points de la courbe, plus d'' autant de points qu^il 

y a d'unités dans la somme s des ordres des contacts des 
diverses branches^ somme qui est un nombre entier. On 
dira qu'en un tel point la courbe se coupe elle-même 






En effet, il est naturel, par analogie avec ce qui a lieu pour 
l'intersection de deux courbes distinctes, de dire que le 
nombre des points d'intersection d'une courbe avec elle- 
raéme dans le voisinage d'un point singulier est l'ordre du 
produit des différences j'i — yj des ordonnées de deux 
branches dans le voisinage du point singulier, ou, ce qui 
revient au même, l'ordre du produit de toutes les différences 
ll(yi — yj) des racines de l'équation qui représente la courbe; 
or l'ordre de ce produit est aussi la somme s des ordres des 
contacts des diverses branches qui se croisent au point sin- 
gulier augmenté du nombre de combinaisons ^'de ces 

branches prises deux à deux, c'est-à-dire ; f- s. 

11 est à remarquer qu'il arrivera souvent que ce nombre 
sera fractionnaire, mais son double sera entier. 
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MARQUE. — On voit y et ceci est important pour ce qui 
dy que V ordre du premier membre de l* équation aux 
s des différences des racines y de V équation d^une 
e en un point singulier est le double du nombre de 
d'intersection de la courbe a^ec elle-même en ce 
le nombre d'intersections étant fictivement estimé 
? il vient d'être dit. 
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CHAPITRE III. 

SUR LA TRANSFORMATION DES FIGURES PUNES. 



I. — Diverses méthodes de transformation. 

Soient X ety les coordonnées d'un point, si l'on pose deux 
relations telles que 

(i) ar = <p(x', /), v^<V(j:', y), 

OU même, plus généralement, 

aux points j;, j^ correspondront un ou plusieurs points j/,^, 
et si le point (:r,j^) décrit une figure, le point correspondant 
{x'^y) en décrira une autre. On dit que ces deux figures sont 
transformées Tune de Tautre. 

Rien n'empêche de supposer que x' ^ y soient des coor- 
données tangentielles : alors à un point de l'une des figures 
correspondra une droite dans l'autre, et les deux figures 
seront encore des transformées l'une de l'autre. 

Nous commencerons par étudier les méthodes de transfor- 
mation les plus simples, qui sont aussi les plus anciennes; ce 
sont évidemment celles dans lesquelles les équations (i) sont 
du premier degré, que x\ y représentent des coordonnées 
ordinaires ou des coordonnées tangentielles. Ce sont l'homo- 
graphie et la corrélation, dont on doit l'idée première à 
Chasles et à Poncelel. 

Notre but, en écrivant cet Ouvrage, est surtout de faire 
connaître les propriétés analytiques des fonctions, ainsi que 
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nous Tavons dit dans notre Préface; ce n'est que d^une façon 
accessoire que nous y présentons des applications et des 
développements géométriques. Il ne faudra donc pas consi- 
dérer les théories que nous allons exposer comme un Traité 
des propriétés projectives des figures : c'est à peine si l'on 
peut envisager les quelques pages qui vont suivre comme 
une introduction à l'étude de ces propriétés. Nous nous 
bornerons à faire connaître les parties qui sont nécessaires 
à l'élude des fonctions algébriques. Nous renverrons le lec- 
teur curieux d'approfondir l'étude des transformations des 
figures à la Géométrie supérieure de Chasles, à son Traité 
des Sections coniques y à son Aperçu historique ^ à ses 
Mémoires, au Traiié des Propriétés projectives de Pon- 
celet, aux Ouvrages de Pliicker, de Cremona, de de Jon- 
quières, etc. Un résumé, même succinct, des travaux de ces 
géomètres doublerait l'étendue de l'Ouvrage que nous écri- 
vons. 

n. — Définition des flgnres homographiques. 

Soient jf, y les coordonnées d'un point appartenant à unr* 
première figure, j/, ^ les coordonnées d'un point apparte- 
nant à une seconde figure : si l'on a 

• 

a, b, c, a', 6', c', a*, 6*, c" désignant des consUntes, on dira 
que les deux figures sont ho mo graphiques, ou transformées 
l'une de l'auUe homographiquement. Pour justifier cette 
définition, il faut montrer que j/ et y sont des fonctions 
de :r et ^ rationnelles dont les numérateurs et les dénomi- 
nateurs sont du premier degré ; à cet effet, rendons les équa- 
tions (i) homogènes et écrivons-les ainsi 



y 



' '^^ aj^^by^cz' ~" a'x'-n6y-r-c'-' a x -rr b" y -^ C z' 
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En désignant alors par - la valeur commune de ces rapports, 

on a 

a x'-h b y-hc z'= t3p, 

a' x'-^b'y-^c' z'=z ty, 
a'x'->rb''y-^c'z'=^tz\ 

on en conclut pour x' y y' ^ z* des valeurs fonctions linéaires 

X* y' 
de /wC, iy. tz et homogènes : ^,> -, ou x' et v' seront donc de 

X Y 

la forme indiquée en - et ^- ou en x et j^. 

Théorème I. — Si, Xj y, z désignant les coordonnées 

trilinéaires d'un point M; x\ y, z' celles d'un autre 

point M', et 51, a, 6, c, ... désignant des constantes, on 

pose 

X y ^ ^ 

ax'-hby-+-cz' ~ ^'^="6y^ cV "" ax'-^b'y-^cTz*' 

les points M et M' appartiendront à deux figures homo- 
graphiques. 

En effet, entre les coordonnées rectilignes ordinaires de M 
et de M' il existera deux relations permettant d'exprimer les 
coordonnées de M en fonction des coordonnées de M', sous 
la forme de fractions ayant même dénominateur du premier 
degré et des numérateurs du premier degré aussi. 

Je rappelle que le rapport anharmonique de quatre points 
«M «2» ^87 ^4 en ligne droite est le rapport 

r/ja, ^ a^ax 
. - - - > 

et que le rapport anharmonique de quatre droites concou- 
rantes, oa\y 0^2) oas, oa^ est le rapport 

sina2oa3 * sin a^oas 
qui d'ailleurs est égal au rapport anharmonique des quatre 
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points a^j a^^, ^3, cis d^interseclion des droites en question 
avec une transversale quelconque. 

Si Von désigne par P e^ Q deux fonctions linéaires 
distinctes des coordonnées courantes (reclilignes ordi- 
naires, homogènes ou Irilinéaires)^ les droites concou- 
rantes représentées par les équations 

(I) P — XiQ=o, P — X,Q=o, P — X3Q=o, P — X4Q = o 
auront pour rapport anharmonique 

Xj Xj ^ A4 Ky 

Aj — A3 Ai — Aj 

En effet, prenons les droites P = o, Q = o pour axes des 
coordonnées, les équations (i) prendront la forme 

k désignant un rapport indépendant de ;r et y et de X|, X.27 
A3, A4. Coupons les droites que représentent ces équations 
par la droite x = const. = a, les ordonnées des points d'in- 
tersection kXta, k'k2<^j k'kza, k'k%a seront quatre segments 
dont les extrémités seront quatre points en ligne droite, ayant 
pour rapport anharmonique le rapport cherché; ce rapport 
est 



c'est-à-dire 



kaXj, — kaX\ ^ kaX^ — AaX| 
XraXj — kaXi ' kaX^ — kaX^ 

Xj — Xf X4 — Xi 



Xj — Xs X4 — Xj 

comme nous Tavions annoncé. 

Lorsque le rapport anharmonique de quatre points est 
égal à — I, ces points forment une division harmonique ^ 
lorsque le rapport anharmonique de quatre droites est égal 
à — I , ces droites forment un faisceau harmonique; d'après 
cela, les droites représentées par les équations 

P = o, Q = o, P-f-Q=o, P — Q=o 

forment un faisceau harmonique. 
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Car elles donnent lieu à des segments o, oo, ka^ — ka qui, 
écrits dans Tordre — ka, cc^ ka^ o, donnent pour rapport 
anharmonique — i . 

III. — Propriétés fondamentales des figures homographiqnes. 

Théorème I. — Deux figures homo graphiques sont deux 
figures de même degré. 

Cela résulte de ce que, si Ton considère l'équation homo- 
gène d'une ligne, pour obtenir la figure homographique, il 
faut remplacer les coordonnées courantes par des fonctions 
linéaires de ces mômes coordonnées. 

Corollaire. — Donc la figure homographique dhtne 
droite est une droite. 

Cette conclusion, toutefois, ne sera entièrement exacte 
que si l'on considère les points à Tinfini, ^ = o, comme for- 
mant une ligne droite, la droite de l* infini, A cette droite 
de l'infini pourra correspondre, ou la droite de l'infini dans 
la figure homographique, ou une droite située à distance 
finieaV-+-6yH-c'';j'=o. 

Théorème 11. — A quatre points en ligne droite, ou à 
quatre droites concourantes, correspondent dans la figure 
homographique quatre points en ligne droite ou quatre 
droites concourantes ayant le même rapport anharmo- 
nique. 

Il suffit évidemment de prouver que deux, faisceaux de 
quatre droites homographiqucs ont même rapport anharmo- 
nique, car une division formée par quatre points sur une 
droite a même rapport anharmonique qu'un faisceau de 
quatre droites passant par ces points. 

Or tout faisceau de quatre droites peut être représenté par 
des équations de la forme 

(,)I>_X,Q^o, P-XsQ^o, I»-X3Q=o, P-X4Q=o, 
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P et Q désignant des fonctions linéaires des coordonnées 
courantes x, y. La figure homographiqiie sera représentée 
par les équations 

(2) P'-X,<3'r-o, P'-X,Q -.o, l>— À,Q' = o, P— X4QV-0, 

où p, Q' désignent des fonctions linéaires des coordonnées 
courantes j/ et ^; or le faisceau (i) et le faisceau (2), d'après 
ce que Ton a vu au paragraphe précédent, ont même rapport 

anharmonique ~ — r-î : * -.-; donc, elc. c. q. f. d. 

Aj — A j A4 — Aj 

Pour effectuer la transformation homographique donnée 
par les formules du paragraphe précédent, 



ax-^by cz a'x- h' y' - v z a a' b" y .- vz 

sur une figure donnée par son équation, on peut rendre cette 
équation homogène, la présenter sous la forme 

où y désigne une fonction homogène, et faire la substitution 
linéaire 

/ X ~ ax' ~^by - cz\ 
(i> ^ y — ax —b y c z, 

' z — a X — b Y ,- c z . 

La théorie de Thomographie est, à ce point de vue, Tinter- 
prétation géométrique de la théorie des substitutions linéaires. 
Quand on suppose les formules (3) résolues par rapport 
à x', y\ z\ on peut les mettre sous la forme 

tx'—.oLx ■■- ^y --Y5, 

[z' = 7rx--?y-r-Yz. 

Considérons une courbe représentée par Téquatiou liomo- 
^ène 

L. — Traiié d'Analyse, l\\ /i 
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sa transformée aura pour équation 

f{ax'- hy'- cz\ a'x' -\-,. .) — o\ 
Texpression 

Ox oy oz 

esl un covariant et même un covariant absolu. Il en est de 
même de ses puissances symboliques; de là découlent les 
conditions suivantes : 

Théorème 111. — La tangente à une courbe C a pour 
transformée ho nio graphique la tangente à la transformée 
de la courbe C. 

Et ce théorème ne souflfrira pas d'exception, si Ton convient 
de considérer les asymptotes des courbes comme des tangentes 
à rinfini. 

Théorème IV. — Les polaires des différents ordres d'une 
courbe C ont pour transformées homo graphiques les po- 
laires de même ordre de la transformée de C. 

Théorème V. — La hessienne d'une courbe C a pour 
transformée homographique la hessienne de la trans- 
formée de C. 

Car le hessien d'une fonction est un covariant. 

Théorème VI. — Quand une courbe C présente un point 
singulier M, sa transformée homographique a aussi pour 
point singulier le point M' qui correspond d M; les deiu 
points M et M' ont des singularités analogues. 

En eflfet) si la courbe C présente en M, dont les coordon- 
nées sont T,^', c, un point multiple d'ordre/?, les émanants 

sont identiquement nuls pour i =z: i , 2, ...,/? — i ; les éma- 
nants 
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'respondanis seront donc aussi îdentî^joement nuls; la 
nsformée C de C aura donc en M' un point moltiple 
>rdre /?. Les tangentes en H et M' aax nœods auront res- 
:tivement pour équations 

^ àx or 0Zf 

^ 

' àx <tr 0z ' 

Jonc le nœud M présente deux tangentes confondaes, le 
minier membre de ( 6 ) contiendra an faclear carré, il derra 
être de même de (7) et, par suite, le nœod M* présentera 
ssi deux tangentes confondaes, etc. 

rHÉORÊME VIL — L'ordre du coniaci de deux courbes 
*st pas altéré par une transformation homo graphique. 

En effet, deux courbes ont an contact d'ordre /i, quand 
irs dérivées, jusqu^à Tordre 11, sont proportionnelles, c'est- 
lire quand leurs émanants jusqu^au /i'*** inclusiTcment sont 
>portionnels quels que soient X, Y, Z, et alors leurs trans- 
*mées ont aussi leurs émanants proportionnels jusqu^au n"*^^ 
rlusivement, et par suite ont un contact d^ordre /t. 

c. Q. F. O. 

IT. — 8«r vue ■êtlioda partiaiHère pour afcctoer 
las traBator»atlo«a luwographlqaea- 

Soient X, y^ z les coordonnées trilinéaires d^un point rap- 
rté à un triangle de référence T, dont le côté s = o peut 
e, si Ton veut, la droite de Finfini; soient x\ y' ^ J les 
)rdoonées trilinéaires d^nn autre point rapporté à un autre 
mgle de référence T. 

Si le point x^ y^ z décrit une certaine figure F, le 
int x', y ^ d ayant des coordonnées proportionnelles à 
y^ Z décrira une figure P homographique de F ety réci- 
»qaement, deux figures étant homo graphiques, on peut 
{jours supposer les figures rapportées à des triangles de 
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référence^ tels que les coordonnées d*un point de l'une 
soient proportionnelles aux coordonnées du point corres- 
pondant de Vautre, 

En effet, rapportons les deux triangles T et T' à un même 
svstème d'axes rectangulaires, 0$, Oti; on aura 



T — a\ - 


■ br, -'■ c. 


r'^xi- 


-?V-Y. 


y a'5- 


- b'r, c. 


/--»'$' 


-pv -r. 


Ç = a'\ - 


b'r,. c-. 


z-.-.^-t- 


-?-V-ï', 



6r, &, • . ., X, ^, . . . désignant des constantes déterminées. Si 
Ton pose alors 



T y z' 

^ ^ ^__ ^^ 

j* >' ^ 



on aura entre les coordonnées $, r^ et $', r/ des points corres- 
pondants les relations 

si le déterminant S ±: a^'y" n'est pas nul, c'est-à-dire si le 
triangle T' est un véritable triangle à surface finie Ç\ 7/ et 
Tunité seront des fonctions du premier degré de ^ et r^ mul- 
tipliées par p et, par suite, Ç' et 7/ seront de la forme 

C^) 

A, B, ... désignant des constantes, cl vice versa. 
Réciproquement, si Ton pose 



., A^ 


-Ht, - C 


, A'J-4-B'r, -C 


^ V5 


B'r.^-C' 


""' ~ A't-i-B'T, -:-(7' 



X' <--?v- 


T» 


y-- 


a'$'-i-?'i 


r' • v' 




■5 — 




rv- 


-T% 




s (2) 


donneront 








«5'- 
**■» 


•.•?r;-i-Y 


r^ X'r 




i B'tJ : 


P 






y- 


M' 5 


■«-N'Y) -- 


P' 






5' = 




-r- N-TJ -r- 


P' 

G-' 
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M, N, . . . désignant des constantes, d'où Ton déduira 



-. = ^- - i-, 
X y ^' 



.r, j-, z élant des fonctions linéaires de ç et r, et, par suite, 
des coordonnées trilinéaires relatives à un nouveau triangle 
de référence. 

Cette proposition est importante : elle rend évidents les 
théorèmes énoncés au paragraphe précédent, elle permet on 
outre d'établir les théorèmes suivants : 

Théorème I. — La figure homo graphique d^un cycle 
est un cycle de même ordre et de même classe. 

Théorème II. — Deux cycles komo graphiques sont tels 
que deux branches ont entre elles le même ordre de con- 
tact que leurs correspondantes. 

En effet, étant donnée l'équation de l'un des cycles, celte 
équation sera aussi l'équation du cvcle homographique : les 
coordonnées seront seulement rapportées à un autre triangle 
de référence; l'ordre et la classe d'un c^cle ne dépendant que 
de la forme de l'équation de ce cycle, le premier théorème 
est démontré. L'ordre du contact de deux courbes ne dépend 
que de Tordre infinitésimal de la différence de deux coor- 
données de même nom, les autres coordonnées étant les 
mêmes; par suite, l'ordre du contact de deux branches 
de courbes ne saurait être altéré par une transformation 
homographique, cet ordre fût-il fractionnaire ou incom- 
mensurable. Cette démonstration ne fait pas double emploi 
avec celle du théorème VII du paragraphe précédent, qui 
supposait essentiellement l'ordre du contact entier. 

y. — Utilité de l'homographie. 

Le but de l'homographie est de généraliser les propriétés 
<ies figures. Étant donnée une propriété d'une figure, en hi 
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Iransformant homographiquement, on en déduil une propriété 
de la figure transformée. 

En se plaçant à ce point de vue, une propriété d'une figure 
est exprimée analytiquement par une relation entre les coor- 
données des divers points de cette figure; cette relation, 
transformée à Taide des formules de Thomographie, fournil 
alors une autre relation qui est ordinairement une propriété 
plus générale d^une autre figure : je dis « plus générale >» 
puisque la nouvelle relation contient tous les paramètres ar- 
bitraires qui entrent dans les formules de transformation. 
Si la transformation que Ton a fait subir à la figure est telle 
que les paramètres de la transformation soient tout à fait 
arbitraires, une nouvelle transformation homographiquc 
appliquée à la transformée ne fournira pas de résultat nou- 
veau. 

il peut arriver qu'une propriété d'une figure soit exprimée 
par une équation qui ne contient que des covariants ; la figure 
transformée jouit alors exactement de la même propriété que 
la figure primitive, et cette propriété, que Ton ne saurait 
généraliser par Thomographie, est alors ce que Ton appelle 
une propriété /?royec/£Ve. Les propriétés projectives sont donc 
les plus importantes, puisque les autres en sont pour ainsi 
dire des cas particuliers. 

Pour ne faire qu'une application de Thomographie, consi- 
dérons deux droites parallèles A, A'; coupons-les par une 
série de droites parallèles entre elles, B, B', B", . . ., nous for- 
merons une série de parallélogrammes dont les centres seront 
sur une droite parallèle à A, A'. Si nous transformons la figure 
ainsi formée, les droites A, A' qui concouraient sur la droite 
de rinfini auront pour transformées deux droites concou- 
rantes ao et a'o^ les droites B, B', B", . . . deviendront des 
droites issues d'un point fixe o), les parallélogrammes consi- 
dérés tout à l'heure deviendront des quadrilatères quel- 
conques; mais les points de concours de leurs diagonales se- 
ront encore en ligne droite et cette droite d passera en o; la 
droite D équidislante de A et A' formait avec ces droites et 
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droite de Tinfini un faisceau harmonique; donc les droites 
^, Ooj Oa'j Oci> forment aussi un faisceau harmonique 
. iSj théorème II). C'est le théorème connu sur la polaire 
deux droites, théorème qui ne peut plus être généralisé 
: l'homographie et qui est projectif. 
Les propriétés non projeclives sont appelées propriétés 
triques, 
.es formules de la transformation homographique 

^ _ y _ z 

aJc-^by-^-cz au-^by-r-cz ax-^byi-cz 

ferment huit paramètres a \ \ c \ ... : c", que l'on peut 
erminer en se donnant arbitrairement quatre valeurs des 
ports X \y \ z et les quatre valeurs des rapports corres- 
idants -i ' : y : :;'. Ainsi : 

^uand on veut transformer une figure homographi- 
ornent ^ on peut choisir quatre points et leur faire cor- 
pondre homo graphiquement quatre autres points à 
on té, 

Quatre points et leurs correspondants détermineront une 
Qsformation et une seule; il faudra pourtant que certains 
erminants ne soient pas nuls : par exemple, à des points 
ligne droite on ne pourra pas faire correspondre des points 
ïlconques; à quatre droites quelconques on pourra aussi 
•e correspondre quatre droites données, et parmi ces droites 
irra se trouver la droite de l'infini. Faire correspondre 
itre droites à quatre droites, cela revient à faire corrcs- 
idre quatre points de rencontre de ces droites aux points 
rencontre des quatre correspondants, pourvu que Ton 
prenne pas parmi ces points trois d'entre eux en ligne 
»ile. 

!)n fait souvent correspondre aux deux ombilics du plan 
IX points réels ou imaginaires situés à distance finie. Les 
asformations que l'on obtient ainsi permettent de déduire 
propriétés projcctives d'une conique de celles du cercle, 
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(|iii peul se définir une conique passant par les ombilics du 
plan. 

Deux coniques quelconques étant données, on peut toujours 
les regarder comme transformées homographiqucs de deux 
cercles ; on les transforme en effet en deux cercles en faisant 
correspondre deux de leurs points d'intersection aux deui 
ombilics du plan. 

En général, au mo}en de riiomograpliie, on déduira les 
propriétés des coniques passant par deux points fixes des 
propriétés des cercles. Par exemple, de ce que : 

Si d'un point fixe O on mène des tangentes aux cercles qui 
passent par les deux mêmes points, en ligne droite avec le 
point O, le lieu des points de contact sera un cercle. 

On en conclut que : 

Si d'un point fixe situé sur la corde commune à toutes les 
coniques qui passent par quatre points fixes on mène des tan- 
gentes à ces coniques, le lieu des points de contact sera unf 
conique ayant une corde commune avec les coniques consi- 
dérées. 

Il est bon d'observer que deux droites rectangulaires forment 
un faisceau harmonique avec les droites isotropes passant par 
leur point de concours; elles correspondront donc homogra- 
phiquement à des droites formant un faisceau harmonique 
avec des droites passant par deux points fixes correspondant 
iiux ombilics du plan. 



VI. — Usage de l'homographie pour l'étude des points 

situés à l'infini. 



Si nous couîîidérons une équation entre les coordonnées 
homogènes d'un ou de plusieurs points, cette équation expri- 
mera une propriété de la figure formée par ces points; si 
maintenant, dans la même équation, on suppose que les 
lettres J:*, J^, ^j . • •> au lieu de représenter des coordonnée» 
homogènes, représentent des coordonnées Irilinéaires, l'équa- 
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lion exprimera une propriété d^une figure homographique. 

En effet, appelons i, T| les coordonnées ordinaires du point 
dont j?,^, z sont les coordonnées tri linéaires, x^y, z seront 
des fonctions linéaires de Ç, 7| ; de sorte que, si Ton employait 
des coordonnées ordinaires, pour passer de la première figure 
à Ja seconde, il faudrait faire une substitution linéaire : la 
seconde figure et la première sont donc homographiques. 

£n se plaçant à ce point de vue, la droite de Tinfini est 
remplacée par Tun des côtés -3 = o du triangle de référence, 
et les points situés à Tinfini sont, en quelque sorle, rendus 
tangibles, projeiéSy comme Ton dit, sur la droite 5 = 0; ces 
considérations viennent encore justifier la locution dont nous 
nous sommes servis, de droite de rinfini. 

VII. - Figures homologiques. 

Liant données deux figures homographiques dans un même 
plan, il y a en général trois points qui sont à eux-mêmes leurs 
correspondants. En effet, si, dans les formules générales, 

X y' z' 



ax -X by - cz a'x-nù'y-t c' z a" x ■. h" y -■ v" z 

on suppose x'-- x^ on a, pour déterminer les points qui sont 
leurs propres correspondants, 



» _ » 



ax h y cz a' x • . b'y- c' z a" x -r- b" y ■ c" z 

si l'on égale cette suite de rapports à -> on a 

l {a --s)x by cz - o, 
(i) • a! X - (b'- s)y c z - <>, 

/ aV-r b'y (c" s)z 0. 

L'élimination de :r, y^ z donne une équation en s du troi- 
sième degré, d'où l'on conclut qu'il existe trois systèmes de 
valeurs de x^y^ z; donc, en général, il existera trois points 
qui seront à eux-mêmes leurs propres correspondants; il est 
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clair que, dans certains cas particuliers, il pourra y en avoir 
une infinité. 

Ces trois points ne seront pas en général en ligne droite; 
mais supposons-les en ligne droite, la droite qui les contient 
se correspondra à elle-même. Soient ^i, ^29 ^3 ^^^ ^i$ 
points; si, sur la droite, on prend un quatrième pointai, il 
se correspondra à lui-même, puisque, en appelant a\ soo 
correspondant, le rapport anharmonique des points ai, e?s, dit 
a% sera le même que celui des points ai, as, as, a\. Ainsi, 
dans le cas où trois points doubles sont en ligne droite, il v 
a une infinité de points doubles; mais, appelant S le déter- 

minant des équations (i), ses mineurs sont nuls et -r- est nul; 

Téquation S 1= o a une racine double ; si Téquation S = n'a 
pas de racine triple, on voit que, indépendamment de la ligne 
des points doubles, il existera un point double, en général 
situé en dehors de celte ligne. 

Plaçons-nous dans Thypothèse où les points doubles forment 
un triangle; prenons ce triangle pour triangle de référencCf 
les formules de transformation devront être satisfaites pour 
j* = o, j' = o, x' = o, j'' =: : cela exige que r -- c' = o ; on 
verrait de même que a' = o, a" -=o^ i = o, b" =^ o. Ces for- 
mules de transformation se réduiront donc à 

y v' z' 

a,r o V c z 

i 

ce qui montre que la théorie des coordonnées Irilinéaires doit 
donner les mêmes résultats que Thomographie, lorsque les 
coordonnées d'un point sont non pas les distances de ce point 
au triangle de référence, mais des quantités multiples de ces 
distances, le rapport restant indéterminé. 

Mais, si l'on transporte la figure x, y^ z d'une façon 
quelconque dans son plan, il faudra remplacer x, r, z par 
des fonctions linéaires de ces variables dépendant de trois 
paramètres arbitraires; si alors on forme les équations (1) 
pour les nouvelles valeurs de a, />, r, on pourra écrire que 
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tes mineurs de s sonl nuls, et Ton voil que, en général, on 
pourra déplacer Tune des (îgures, de manière qu^après le 
déplacement les figures aient en commun une infinité de 
points coïncidant avec leurs correspondants. 

Si Ton prend la ligne double pour côté :; = o du triangle 
de référence, et le point double isolé pour sommet opposé, 
les formules de transformation prendront la forme (2), 
Téqaation en s se réduit à (5 — a){s — 6')(^ — ^'') ^^ ^> ^^» 
comme elle a une racine double, il faut, par exemple, que 
a =z l/. Les deux figures sont alors dites ho mo logiques. Les 
formules de Thomologie ramenées à leur forme la plus simple 
sont alors 

- jr y . z 

{^) -, = '-.= /^ ,• 

:r y z 

Le point jr = o,^* :=o^eslle centre d'homologief la droite 
z = est Vaxe d'homologie. 

Appelons O le centre dUiomologie, D Taxe, M et M' les 
points correspondants dont les coordonnées sont respective- 
ment x,^, 3 eix'jy^ 2'; les équations (3) expriment que les 

points O, M, M' sont en ligne droite et que le rapport Kirr^^^ 
égal au rapport des distances du point M et du point M' à 

l'axe d^homologie, multiplié par une constante \. Ce qui 
revient à dire que, si P est le point où la droite OMM' 
■encontre l'axe, on a 

mr PM 
a>r ~ ^ PiM' 

^ellc- formule peut servir à construire le point homologue 
Tun point donné; à son inspection on voit que : 

I® Les deux droites joignant deux points et leurs cor- 
respondants se coupent sur Vaxe d'homologie ; 

i? Les tangentes en deux points homologues de deux 
ourbes homologiques concourent en un même point de 
^axe. 
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.V Li*s ian^'enies tt une cuurOe menées par le centre 
tl'homolo^ie sont tan^enies tt Ai courbe homologique, 

!*• LiMxe iVhomotosie est une corde commune aux 
l'on f'bes homolo^ô/ues. 

s* Deux c^nôjues quel*:ont/u**s sont homo ioniques de 
plusieurs manières: chaque point de concours de demi 
tan;:entes est un centre d'homoios^ie, une corde commuml 
lui correspontt en qualité d'axe d'homologie; etc. 

Ou voit que les dmiles correspuudautes de Tin fini sont- 
parallèles; donc, quand on voudra amener deux (iguKS| 
honiographiques à èlre homolo^ques, il faudra d'abotl! 
rendre parallèles les droites correspondantes de rinfini, 
après quoi une simple translation de Tune des Ggures suffin 
pour assurer Thomologie. 

^ous ne ferons pas d'application de Thomologie; disons 
seulement qu'elle peut servir à déduire du cercle une fouk 
de propriétés des coniques : c'est ce que l'on peut voir dans 
les Œuvres de Qiasles et de Poncelet, qui sont les inventeurs 
de l'homographie et de l'homologie. 

Lorsque Ton suppose la droite - ^-: o rejetée à Tinfini» les 
formules (3) donnent 



jr 



y 



A ; 



les figures homologiques sont alors liomothétiques : rhoiiio- 
thétic est donc un cas particulier de Thomologie, et par 
conséquent la similitude est un cas particulier de rhoroo- 
graphie. 

Une dernière remarque, eu terminant ces considérations 
très succinctes. Des formules de transformation algébriques 
telles qu'à un point et un seul d'une figure corresponde 
loujours un point et un seul de la figure transformée et vice 
versa, sont nécessairement les formules de l'homographie, 
<;ar ces formules sont les seules qui soient du premier degré 
par rapport aux coordonnées de Tun ou Tautre système de 
variables. 
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Ym. — Digresnon sur les courbes du troisième ordre. 

Une courbe du troisième degré a neuf points d'inflexion , 

car sahessienne est de degré 3. Toutefois, comme une courbe 

da troisième degré peut posséder un point double, on voit 

que le nombre de ses points d'inflexion pourra être réduit 

è trois et même à un, si elle possède un rebroussement. 

Parmi les courbes du troisième degré, il y en aura de la 
: classe 3.2 = 6; il y en aura de la classe 4 et de la classe 3, 
^aiosi que le montrent les formules de Pliicker. 

Les points d'injlexion sont toujours trois à trois en ligne 
droite. 

£d effet, soient MM'AF un triangle formé parles tangentes 
à trois points d'inflexion, A, A\ A'' les points de contact : on 
aura, en vertu du théorème de Carnot, 



MA .M'A^ .M'A" 
mT* .M'A''' .Wk 

Cette relation, après extraction de la racine cubique de ses 
deus membres, donne une relation qui prouve bien que les 
points A, A', A'' sont en ligne droite. 

Rapportons la courbe à un point d'inflexion, la tangeulc 
étant prise pour axe des j:; il faudra que, pour^- ^:i o, l'équa- 
Lîon en x ait trois racines nulles; elle sera donc de la forme 

çj -i- ay^ -;- ibxy -v vy — o, 

•z,^ désignant un polynôme homogène du troisième degré. 
Soient O le point d'inflexion, OM'M'^ une sécante et M un 
point sur cette sécante, tel que 

1 I I o\r>i OM" 



OM ~ OM' OM' ~ OM'.OM' 



G2 
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Le lieu du point M est une droite dite polaire harmonique] 
du point O; en effet, soient 

j*— rcosO, ^'=/'sin6 

Téquation de OM : les coordonnées de M' et M'' sont données 

par 

r'«^3(cosO, sin6)-t- r(a sin'O -4 •!/> cosO sin6)H- csinO = o; 

il en résulte 



OM-3-OM' 
ÔM . CM' 



a sin*6 -i- ib co«;0 sinO 
r siiiO 



n sinO -h afccosd 



do 



ne 



9. 
OM 



a sin6 -4 "xh cos6 



c 



Si Ton remplace OM par r, on a l'équation de la polaire ha^ 

nionique 

a y -^ 'xbx -\ ic - o. 

Supposons que le point d'inflexion O s'éloigne à Tinfini: 
la polaire harmonique deviendra un diamètre recliligne de h 
courbe pour les cordes parallèles à la direction dans laquelle 
le point O s'est éloigne. 

Ainsi, par une transformation homographique ou même 
homologique, on pourra donner à la courbe un diamètre rec- 
tiligne, et même un axe; on peut faire mieux : prenons la 
tangente d'inflexion pour droite de Tinflui, pour axe des â? le 
diamètre et pour axe des y une perpendiculaire passant par 
le point d'inflexion à Tinfini. Il n'entrera plus dans l'équation 
de termes en j' ciy^, car la droite de l'infini étant tangente 
d'inflexion, quand on aura rendu l'équation homogène, pour 
^ = o, les termes du troisième degré en x ety devront former 
un cube parfait, ce qui exige que^n'v entre plus, puisque j^ 
n'y entre pas. Ainsi : 

Par une transformation homographique on ramène 
toute équation du troisième degré à la forme 

yi = ax^ ■+- bx^ ->r ex -h d\ 
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«ne traosformalion de coordonnées fait disparaître le terme d^ 
et l'on a y en général, 

y^ — x{x^ -^ p X -^ q) = x(x — 3t)(a: — 3). 

Si la courbe possède un point double à ToriginCy onaq = o et 
soD équation aflfecte la forme 

y^ — T^(x — a), 

e( si elle possède un rebroussement, la forme 
Oui représente la parabole semi-cubique. 



IX. — Figures corrélatives. 
Posons 

jT _ ai-^ÔT^-\ ctj y __ a' ^2: '^'t^.j^ ^'C 

rt supposons que, ^, r, z étant les coordonnées homogènes 
ordinaires d^une figure, Ç, 7|, 1^ soient les coordonnées tangen- 
tielles homogènes d'une autre figure. Les deux figures en 
question sont dites corrélatives; elles jouiront des propriétés 
suivantes: 

i" La transformation n* altérant pas le degré des équa- 
iions, à un point de la première figure correspondra une 
droite de la seconde et à une droite de la première figure 
un point et un seul de la seconde, 

o? A une conique de la première figure correspondra 
une conique de la seconde, 

3* En général j à une courbe du m'*^'"^ ordre correspondra 
une courbe de m'*'"* classe et vice versa. 

4** A deux droites qui se coupent correspondent deux 
\ points et la droite qui les joint, 

5" A une droite tangente à une courbe correspond un 
point situé sur la courbe correspondante. 

Cy* A deux courbes et à leurs intersections correspondent 
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deux courbes et leurs tangentes communes et vice versa; 
et en particulier à une courbe et à une droite avec les points 
d^ intersection correspondent une courbe, un point et les 
tangentes issues de ce point, etc., etc. 

7** A quatre points en ligne droite correspondent quatre 
droites concourantes, possédant le même rapport anhar- 
mo nique. 

En effet, les équations tangentielles de quatre points en ligne 
droite peuvent être mises sous la forme 

une transformation corrélative donne les quatre droites con- 
courantes, 

p-.-\ig -o. /?-:- /.i<7 r :o, /}■ Xs<7 — o, /?- À^y-o, 

P, Q désignant des fonctions linéaires des coordonnées tan- 
gentielles Ç, T, et/?, q des fonctions linéaires des coordonnées 
ordinaires x,y; dans les deux cas, le rapport anliarmonique 

fîSl 

* « s r 

--* • 

» 3 - A j A 3 — • A V 

Les fîgures polaires réciproques sont un exemple de figures 
corrélatives. Soit S i= o Téquation de la conique directrice, la 
polaire du point x, ^', z a pour équation 

\ — • 1 \ - ^ - — ». 

(ix y Oz 

les coordonnées tangentielles de cette droite sont 

ox Oy Oz 

elle correspond au point x,^*, 5, et les formules précédentes 

sont celles d'une transformation corrélative, puisque -.—>.-» 

' * ^ àx dr 

^sont du premier degré. Il est aisé de voir que deux figures 
corrélatives peuvent toujours être déplacées de manière à 
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mouvoir être considérées comme polaires réciproques, cette 
lernière transformation contenantcinq paramètres arbitraires. 

Xh^orème. — Toute figure F corrélatiçe de lafigureY' 
est une Jigure homo graphique avec la polaire réciproque 
de F' prise par rapport à une conique quelconque, en par- 
âicutier avec la polaire réciproque de F' relativement au 
tzercle a:- -r- J'^ 4- 5* = o. 

Cela revient à prouver que deux figures corrélatives 
d^une troisième sont homo graphiques : ce qui est évident. 
En effet, soient x^y^ z et x\y^ z' les coordonnées de deux 
points qui correspondent à la droite qui a pour coordonnées 
tangentielles i, 7|, !^; on aura, en appelant a, 6, . . . , a, ^, ... 
des constantes, 

_ _. î ^ ... _,jo ^ C ^ 

5 ^ ^ C 

rélimination de Ç, 7|, ÎJ fournit entre x^y^ z et x\ y^ z des 
relations qui servent à définir une relation homographiquc. 
Eln général, la théorie des figures corrélatives ne donnera 
donc rien de plus que la théorie de la transformation par 
polaires réciproques dont on peut faire remonter Toriginc à 
Brianchon, mais qui a été particulièrement développée par 
Chasles et par Poncelet. 

X. — Recherche de la classe d'une courbe algébrique 
et dn nombre des points critiques d'une fonction algébrique. 

Soit 

L uoe équation irréductible de degré m : elle représente une 
c. courbe de degré m : nous désignerons par n sa classe. Une 
\ transformation homographiquc n^altérant, ni le degré, ni la 
^ classe, ni la nature des points singuliers, on peut faire subir 
L. — TraUé d'Analyse, IV. 5 
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â la courbe une telle transforiBation. de maiiière qn'd d j 
ait pas de points sinçvlien à Finfiiii. 

Ceci posé, soient x. à. *;;' les coordonnées homogènes du 
point quelconque du |dan. et, Téquation (i) étant rendie 
homogène, considérons le covariant 

0f 5 4F/ éf 

et évalaons la somme de ses ordres relativemenl aux cjdes 
dey=o. Cette somme deira être nulle (p. 38) : 

I* Par rapport à un cjde dont Torigine est à Finfini, h 
courbe n'ajant plus de points singuliers à Finfini, Fordre 
de 9 sera — (m — i);or la courbe y = o a m points à Finfini : 
donc la somme des ordres de s relativement aux CTcles avant 
leur origine à Finfini est — m\m — i). 

Maintenant prenons Fordre de o par rapport à un cjck 
dont Forigine est à distance finie ; z ne s*annule qu^anx points 
de contact des tangentes issues du point z, 3, v et aux points 
singuliers; alors : 

2* L^ordre de o en un point de contact est évidemment 
égal à un, et par suite la somme des ordres de o relative- 
ment à tous ces points est /i, classe de la courbe. 

3^ L'ordre de 9 relativement à un point singulier peot 
s'obtenir comme il suit : on effectuera une transformation 
homographique consistant à prendre a = o, v = o ; alors cp se 

réduira à -r^9 mais, quand on substitue dans ^ les valeurs 

de^ tirées de Féquation de la courbe, on obtient les produits 
des carrés des différences des valeurs de^. Pour avoir Fordre 
de f , il faudra prendre le produit des carrés de toutes les dit 
férences des valeurs de y qui s'annulent pour x = o ; mais ce 
produit (p. 43) est le double de ce que nous avons appelé 
le nombre des rencontres de la courbe avec elle-même. Il en 
résulte que la somme des ordres de ^ est le double du nombre 
total des rencontres de la courbe avec elle-même. En appelant 
ce nombre o, on a donc 

— m(m — i)-:-/i-4-2o = o 
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« 

Il bien 

n = m(m — i) — a5. 

Les points critiqaes de la fonction algébrique y définie par 

'équation (i) sont ceux qui satisfont à l'équation ^=0; 

x>utefois les points singuliers à tangentes séparées ne sont 
;mis critiques : le nombre w des points critiques sera donc n ; 
s'il n'y a pas de points critiques à tangentes séparées et si Ton 
désigne par r le nombre des cycles d'ordre supérieur à an 
fui correspondent aux points critiques, on aura 

M* = /i — r: 

mais il faudra compter comme point critique double, tri- 
ple, etc., celui où se réuniraient deux, trois, etc., cycles 
i'ordre supérieur à un. 



XI. — PoisU d'inflexion dîme covrbe algébrique. 



Cherchons, pour l'égaler à zéro (p. 38;. la somme des 



Ordres de la fonction --.^ par rapport aux cycles de la courbe 



l'ordre m 

Kous aurons plusieurs espèces de cycles à considérer : la 
fonction -^^ s'annule aux points d'inflexion àe f^=o', il y 
inra donc à considérer les cycles correspondaut à ces points : 
&lle devient infinie pour x = 3C et aux points où -^ est nul : 

i'ailleurs tous les points où -^ est nul peuvent ne pas rendre 

■j^ infini : c'est ce qui peut arriver s'ils sont singuliers. Or 

>n peut supposer que l'on a transformé les coordonnées, de 
elle sorte qu'aucun des points où la tangente est parallèle 
I Taxe des y ne soit singulier, et de telle sorte qu'aucune 
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asymptote de la courbe ne soit parallèle à Taxe des j^. 
posé : 

1* Les cjcles relatifs aax points d'inflexion, c^est>à-diie 

pour lesquels on a ^-^ = o, peuvent être représentés par des 

équations de la forme 

y — Ax^ — 

où /> ;; 3f Tordre est un, la classe v est ^ — i . Si le point dli 
flexion est ordinaire, on aura /> = 3, v ^:= a, 

y' — p{p - I »-r^-* — ... 

et Tordre de^'* = ->^ sera un ; si donc on considère un poi 

pour lequel la classe est v comme équivalent à v — i ==^ — ! 
points d^inflexion ordinaires, on pourra dire que chaque 
d'inflexion fournit une unité à la somme des ordres de 

fonction 



dT^ 



i^ Les cycles où -"^ = o sont en nombre égal à la classe 

de la courbe/=o, en ces points qui ne sont pas singi 
grâce à ce que les axes sont quelconques, on a 



y — h K{t — a)^ — B(J- — «"> 



v\ 



dx* 



I 



Tordre de -j^ par rapport à (x — a)' est égal ù — 3 : d< 
les cvclcs où ;- =r-.o fournissent chacun — 3 unités à 

Oy 

d* y 
somme des ordres de la fonction ,„• 

.')" Les cycles pour lesquels jr est infini ont des équalioi 
de la forme 

Cl 

y ^ ex — c^i- -T-. . ., 



I 
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oe correspondent pas â des pnyîaU fâz«IS?n, c*uHi9i«^ j^ 
es des coordonnées sont qnelcooqve» : 'Mi o Lr 

3ac ^ est da troisième ordre par n/fffxt -k - r >i ^ji;4(iTii>»^ 

oint à l'inBni foomit 3 eniti» â Lk »7Miife •'iieff '^rir»<» "V 't'. 
Eja résumé. la somme des ordres d^ r^ *^Ia tt»"-»:-?* « î»^ 
aflexions dey=o, diminué de trow é«* lit ai>»ii:Lr* « te* 
^ints où la tangente est parallèle aon r. et aTi;riBi^aei^ i^ ':^a-^ 
ois le nombre m des points â llnfia; : '/«t k Vmi^. 

tu 

« — î. « — J« . 

H la courbe/*^ o n'a pas de points ^hkpilien. \n € 
-I Ton retrouTe la formale 

I -^ liH Ht — î . 

'est Tune des formoles de Plnclier. en «iipo#i<^anr. T'i^ « 
oarbe/'= o ne possède pas de sm^nlarit^H. 



Les formoles de la transformât îoa qnadratî^iru» «Afir v .« 



, f: V 



< . V. W désûpiaiiC trois polynômes da ietuMid if^'^. >n r. 
^ fommies penf e&t être remplacées par k»^ ^u-';iinri»^ 



r _ y _ * 



^ . % . d sont des coordonnées homriÇftae-i *r .«i T '> >> 
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peuvent être censés fonctions de trois coordonnées homo- 
gènes Xj J\ z. 

Nous n^étudierons que la transformation quadratique bira- 
tionnelle, c'est-à-dire telle que Ton puisse déduire des for- 
mules (i), x^j'y z en fonctions rationnelles de si ^y ^ z\ Chc^ 
chons donc tout d'abord la condition pour que les formules (i) 
représentent une transformation birationnelle. 

En général, si Ton se donne le point (x', y ^ 5'), les équa- 
tions (1) représenteront deux coniques ou même, si l'on veaL 
trois coniques 

dont les intersections x,^', z au nombre de quatre seront les 
points correspondants au point x\ y y z\ Toutefois, si les co- 
niques U, V, W avaient trois points, A, B, C communs, les 
coniques (1) ou (2) passeraient par ces trois points fixes et 
n'auraient plus qu'un seul point d'intersection variable, et 
dont les coordonnées seraient fonctions de xf y y\ 5'; x, /, 5 
seraient alors rationnels en x\y ^ z\ Supposons qu'il en soit 
ainsi. 

Prenons le triangle ABC pour triangle de référence : les 
formules (1) prendront la forme 



(3) 



y 



Kys -\- \ixz -- ^xy 



or, si Ton pose 






XA- {xA' -, 


vA' 


I 


XB- [jlB - 


vB* 





XC-hjjLG' - 


vC 


- 



X'A- [x'A'-4-v'A'-o 
A'B-f-(i'B' -v'B'-^ I 
X'C-^ïx'C'-T-v'G'-o 



S! yz -I- B'x5 -f- (^ xy 



K' yz -\- ^' xz -+- C*x^ 



X'A-^(i'A'-+-v'A' = o 



X'Bh-(i'B'-+-v'B' = o 

X'C-+-{x'C'-f-v'C''=i 1 
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quantités A, [x, v, ... seront bien déterminées si Ton n^a 



A A' A' 
B B' B' 
C C C 



= 0, 



*«sl-à-dire si les équations U = o, V = o, W=:o sont dis- 
ncts, et alors de (3) on déduira 



r- 



zj: 



Joe transformation homographique de la figure x', y, z' 
amènera ces formules à la forme 



^ _ y ^ ^ 

yz xz xy 



i'où l'on tire réciproquement 



^ __ y _ ^ 

yz' "" Yx' ~ xy' 



de sorte qu'au point x^y, z correspond un, et un seul point 
^ >y\ ^S ^^ vice versa. 

Considérons la transformation 



(i> 



^ _ _y_ _ __- 



qui donne 



y £ z' x' X' y 



X' _ y _ z' 
yz zx xy 



donnons-nous le point M de coordonnées x^y, z et voyons 
comment on construira le point correspondant M' de coor- 
données j/, y y z\ 

Soit ABC {Jig' 2) le triangle de référence^ soient X = o, 
Y = o, Z = o les équations de BC, CA et AB respectivement. 

Le point M est à Tintersection des droites CK et AL, 
représentées par les équations 



X 
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donc le point M' est à Tintersection des droites 

X Y Z Y 

— = 9 - • = • 9 

y X y ^ 

que nous appellerons CK' et AL' {fig- 3). 

Pour rendre les choses plus claires, nous construirons le 



Fig. j. 







/ 



c 



B 



point M' sur une autre figure ; CK' et AL' (^fig* 3) seront des 
droites, telles que 

Fig. 3. 




donc : 



CAL' =- BAL, 
BCK'= ACK; 



x"^ A un point M non situé sur le périmètre du triangle 
de référence correspond un point M' non situé sur lepéri- 
mètre de référence, 

a° Si par le point M on imagine un déplacement dlr, dy. 
dzj le point M' subira un déplacement de même ordre da!^ 
dy\ dz\ pourvu que M ne soit pas sur le périmètre du 
triangle de référence. 
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3^ Il résulte de là que, si le point M est un point multiple 

d^une courbe, non situé sur le périmètre du triangle de 

référence^ le point M sera un point multiple de même 

espèce de la courbe transformée. Et par point de même 

espèce, il faut entendre non seulement un point de même 

ordre de multiplicité, mais encore un point ayant le même 

nombre de tangentes confondues, les branches de courbe 

tangentes ayant le même ordre de contact dans la courbe 

proposée et dans la transformée. 

4** Supposons maintenant qu'une courbe ait en C un point 
multiple dWdre v : voyons comment sera situé son corres- 
pondant et quelle sera sa nature. A cet effet, prenons deux 
points M et M|, sur deux branches de la courbe, voisins de C 
et en ligne droite avec A : leurs correspondants M' et M', seront 
sur deux droites CM' et CM', , faisant entre elles le même angle 
que CM et CMi , et très près de AB, de sorte que, si le point 
multiple plax:é enC a ses tangentes séparées, à ce point 
correspondront y points distincts sur AB. 

5® Supposons les points M etM| situés sur des branches de 
courbe ayant entre elles un contact dWdre N; MM| sera 
d'ordre N 4- i et M'M', d'ordre N; aux branches tangentes en 
C correspondront donc deux branches tangentes de la courbe 
transformée n'ayant plus qu'un contact d'ordre N — i ; ainsi 
donc, si le point multiple placé en Ca des tangentes con- 
fondues ayant des contacts d'ordre N, N', N", . . . , d chaque 
couple de ces branches correspondront d'autres branches 
ayant un contact d'ordre N — i , N' — i , N*' — i , .... 

De ces remarques découle un théorème de la plus haute 
importance. 

Théorème. — Au moyen d'une série de transformations 
quadratiques birationnellesy on peut toujours transformer 
une courbe algébrique quelconque, en une autre qui n'ait 
plus de points multiples à tangentes confondues» 

En effet, plaçons le sommet C du triangle de référence en 
un point multiple à tangentes confondues de la courbe à trans- 
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former, et choisissons le triangle de référence de telle sorte 
qu'aucun de ses côtés ne touche la courbe; la transformation 
quadratique pourra bien introduire de nouveaux points mul- 
tiples, mais aucun d'euiL n'aura de tangentes confondues. 
Quant au point C, il a été remplacé par d'autres points simples 
ou multiples avec des branches ayant un contact d^un ordre 
moins élevé d'une unité que dans la courbe primitive. 

En opérant successivement des transformations analogues, 
on pourra introduire de nouveaux points multiples, mais à 
tangentes séparées, et l'on finira par faire disparaître tout 
contact entre les branches qui passent par un point singulier. 
Ce théorème est de M. Nother. 



XIII. — Nouvelle espèce de fommies de transformation 

des fonctions algébriques. 

Considérons deux courbes algébriques 

(a) f\x\y)^o. 

Si l'on établit entre les coordonnées :r, y\ x' , y une relation 
algébrique, 

(3) o(ar, x'\y, y)r=o\ 

si l'on se donne le point (x', y) sur la courbe (2), :r et j^ se 
trouveront déterminés au moyen des équations (i) et (3) sur 
la courbe (1) et vice versa; le point {x^y) étant donné sur la 
courbe (1), x' et y seront déterminés au moyen des équa- 
tions (a), (3). 

Ainsi, en vertu de la relation (3) qui établit une correspon- 
dance entre les points (x,^) et {x\y) situés sur les courbes (1) 
et (2) respectivement, à un point de la courbe (1) corres- 
pondront, par exemple, k' points de la courbe (2), et à un 
point de la courbe (2) correspondront k points de la courbe ( i ). 

Si une correspondance est telle qu'à un point de (i) cor- 
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responde un point seulement de (2) et vice versa, en d'autres 
termes, si Â' = Â''= 1, on dit que la correspondance est uni- 
forme, ou encore que les courbes (i)se correspondent /701/1/ 
par point. 

Pour obtenir une courbe qui corresponde uniformément ou 
point par point à la courbe (i), il suffit en général de poser 

?9 VC' '} désignant trois polynômes entiers \ si Ton élimine x et^ 
entre (1) et (4), on tombe sur une équation, telle que (a), qui 
représente une courbe ( 2) correspondant point par point à ( i ). 

En effet, si Téquation (2) est satisfaite, les équations (i) 
et (4) ont une solution commune x^ y. Si cette solution com- 
mune est unique (ce qui a lieu le plus souvent), x tly s'ex- 
primeront rationnellement en fonction de xf et y. 

Ainsi, en général, une transformation, telle que (4)9 ration- 
nelle, appliquée à une courbe algébrique, la transforme en une 
autre qui lui correspond point par point, et Ton passe de la 
courbe transformée à la courbe primitive au moyen d'une 
transformation de même forme que celle qui sert à passer de 
la courbe primitive à sa transformée. 

Il y aura donc une infinité de manières de former des équa- 
tions de courbes qui se correspondent point par point. 

XIY. — Théorème de la conienration du genre. 

Considérons deux courbes C et C se correspondant point 
par point, c'est-à-dire de telle sorte qu'à un point de l'une 
corresponde un point et un seul de l'autre. Soient x et^ les 
coordonnées d'un point de C ; x' et y les coordonnées du 
point correspondant de C : alors x et y seront fonctions 
rationnelles de x' et dey, et vice versa d'ailleurs. Nous sup- 
poserons 

<p, y, <|< désignanl des polynômes donl le degré sera s. 
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Soient a, b, c des constanles quelconques : considérons la 
fonction linéaire de x' et y 

et écrivons que la somme des ordres de celle fonclion par 
rapporlauiL cycles de la courbe C esl nulle. 

1° La somme des ordres de par rapporl aux cycles pour 
lesquels x' et y' sont infinis esl, en appelanl m' le degré de C, 
le produil — m's\ en effel, le nombre des cycles de G pour 
lesquels Torigine esl à Tinfini esl m' et Tordre de 6 par rapport 
à chacun dWx. esl — s, 

2° Si cp, y, ^|; sonl nuls à la fois, à chaque poinl ( j/, y) pour 
lequel ç = y = ({; = o, correspondra un cycle; les ordres 
de cp, y, ^ par rapporl à ce cycle élanl désignés par /i, il s*in- 
Iroduira dans la somme que nous voulons évaluer un lerrae 
égal à I/i. 

3^ Enfin, si Ton considère un poinl d^nlcrseclion de la 

droite 

aT -*- by H- c r- (>, 

avec la courbe C, à ce poinl correspondra un poinl (x', y) 
donnant lieu à un cycle, par rapporl auquel Tordre de sera 
égal à un : le nombre lolal de ces cycles esl m; ce nombre 
doit donc figurer dans la somme des ordres de 0, et Ton a 

(i) — m'5 -f- SA -f- m = o. 

Considérons en second lieu la fonction 



y-dx' ^dx'l ydx' 'dx'l ydx' 'dx^i 



dans laquelle -^, désigne une dérivée totale relative à j:', égale 

par conséquenl à -~-, 4- ^— , ^~ et où a, 6, c désignent Irois 

constantes quelconques, et écrivons que la somme de ses 
ordres relalivemenl aux cycles de C esl nulle. 

1° Les poinls x\y ^ silués à Tinfîni et qui sonl au nombre 
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de m\ donnent des cycles par rapport auxquels Tordre de T 

esl — 2(5 — i),parcequeledegréde/^ — i^-^,^dLTexem^\c 

est 2(5 — i); ces points fourniront à la somme que nous 
voulons évaluer la partie — 2 m' (s — i). 

2^ Les points où ^x' = o fournissent à la somme que nous 
cherchons Félément — n'^ égal en valeur absolue à la classe 
deC. 

3® Considérons maintenant les cycles dont Torigine x\y' 
annule le polynôme T et tout d^abord ceux pour lesqu(.>ls 
Torigine satisfait aux équations 

y d*\ — ^ ^'f _ '^ do -- o d^ _ o d'/ — y do _ 
''' S? ' ^ ~ ^ * "" ' dx' '" * "^ ^' 
Soit 



' \ • • • 



Téquation de l'un de ces cycles et 

X — X = tJ, Y — j -= A tJ ... 
Téquation du cvcle correspondant sur la courbe C; on a 



'' dx ^ dx' - V ^^di )^ ' dt " 



d\ . rh^ 

^' di • dt ' 



mais 9, y, <{/ sont d'ordre h : la quantité précédente est donc 
d'ordre 2 A -j-y — j'. Les cycles considérés fournissent donc à 

la somme que nous voulons évaluer l'élément^ (2 /t — j'-r^j)' 

4" Enfin nous avons encore à considérer les cycles dont les 

coordonnéesdel'origine, sans annuler à la fois '- \f j—- > • * • » 

annulent cependant T. La relation T = o est une relation 
linéaire entre les coordonnées tangenticlles d^une tangente à 
la courbe C : elle exprime que cette tangente passe par un point 
fixe, ce qui détermine n points x^ y et par suite n points x',^, 
et n cycles apportant une unité à la somme que nous voulons 
évaluer, n désignant la classe de C. 
On a donc finalement 

\x) —'ini{s — \)- n ^.-Ziili - f -. y ) -r- n = o : 
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réliminalion de s entre (i) et (2) donne 

(3) n — im —{n'—'2m)--l(j-~j')=^o. 

Maintenant je dis qu^en tout point où Ton n'aura pa 
y rf<]; — ^ dy^ __ '^ d^ — o d^ _ o d'f —yd'^ 



dx dx' dx' 



^ o, 



le cycle ayant ce point pour origine et le cycle corresp( 
sur la courbe C auront le même ordre. 

En efiety les équations d^un cycle de C étant 

\ = x -tJ, Y — ^ - A/>-i-. . ., 

les équations du cycle correspondant de C seront 

^{X-tJ,y:-AtJ ...) 



ou 



Y - 



I d ^ d G>\ 

^ -^ ''' ^ *\di l '- ^ d^' 'if) -■•• 

donc, si Ton n'a pas 

^d^ — ^d^ ~vi, X ^4* — 'i* ^7 ~ ^' 

ce qui entraînerait i^d^ — <p rf^J; = o, Tordre j du c}cl 
sera égal ày' . La même conclusion subsiste quand le poin 
est à l'infini. 

Dans la formule (3), on peut donc supposer que le si 

s'étend à tous les cycles des courbes C et G' ; si l'on écr 
formule (3) ainsi 

(4) w — 2m -^(y— I) -. n - im -V(y' -d, 

on pourra dire que les signes V s'appliquent à tous le 

dont l'ordre n'est pas égal à l'unité. 

Nous verrons tout à l'heure que le nombre 

n — iw H^Cy -I) 



s 
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est psdr. Appelons-le 7,{p — i) : nous aurons alors 

n — a m — ^AJ — ~ a/> — * 
ou bien 

ce nombre /> est ce que Ton appelle le genre de la courbe C. 
On peut donc énoncer le théorème suivant, qui a été entrevu 
parRiemann, mais dont le véritable sens et la démonstration 
rigoureuse ont été donnés par M. Halphen et M. Smith. 

Théorème. — Une transformation rationnelle n'altère 
pas le genre d'une courbe. 

Et, en particulier, une transformation quadratique (p. G(j 
n altère pas le genre d'une courbe. 

XY. — Limite du nombre des fingnlarités. 

Dans le cas où la courbe algébrique C n'a pas de points 
singuliers à tangentes confondues, la formule (5) du para- 
graphe précédent qui donne le genre se réduit a 

/; 

car il n'y a pas de cycles d'ordre supérieur à un, et, en rem- 
plaçant n par sa valeur, qui alors est (p. 67) 

^ -^ k( k — i) 
n = m( m — i) — k, = m(m — i) — > ; — • 

/ désignant Tordre d'un point multiple, on a pour/> la valeur 

entière 

_ (m — ï)(m — 9) ^"^ X(/- — I) 

Je vais prouver que, dans ce cas, le genre est positif, c'est- 
j-dire que le nombre des inlerseclions d'une courbe C avec 



2 

depuis Cauchy, a fait des pro<:rè3, et les méthodes rigoureuses sont aujour- 
d'hui aussi simples et jo dirai même [)his claires, plus faciles aoe les anciennei 
méthodes des inGoiment petits, des coeûicieiits indéierminés appliqués aai 
séries, etc. Il nous a été facde de faire disparaître ces imperfections, souventeo' 
changeant un mot; parfois nous iivons dû complètement modifier une dé-, 
inonsiratiun, mais nous ne Tavons f<iit qu'avec une extrême circonspection.. 

Nous avons conservé Tordre des matières de l'édition primitiveet respecté 
le texte même de l'auteur toutes les fois que la rigueur n'était pas en cauFc 
ou que des simplifications évidentes, naturellement amenées par les progrès 
de la Science, no nous indi<iuaient pas ce que fauteur aurait corrigé luMnéma 
s'il eût vécu plus longtemps. C'est ainsi que nous avonpiribdmé b par^{hphe 
relatif à la formule de Taylor, en donnant la démonstra^qir ai simple et si 
facile de M. llommersham-Cox, que nous avons introduit ou modifié quelqoec 
passiiges relatifs à la doctrine des inûniment petits, des différentielles to- 
tales, etc. Le chnn<^ement le plus essentiel que nous ayons apporté est relatif à 
l'intégration des équations aux dérivées partielles. Nous avons substitué aux 
méthodes trop nombreuses et trop particulières de l'auteur la mélhoca 
unique développée par Jacobi dans ses Diiucidniiones. 

Enfin nous avons cru pouvoir supprimer quelques notes, inutiles aujour- 
d'hui, et nous en avons introduit d'autres, de^tinées à éclaircir cerlains 
points qui n'ont pas été sufllsamment développés dans le texte ; mais, en 
respectant la pensée^ dominante de l'auteur, nous n'avons jamais rien intro- 
duit dans les notes qui ne fût à la portée des lecteurs ordinaires de Bou- 
charlat. 

Nous espérons que les modilications apportées à fOuvraj^e que nous rér- 
ditons ne lui auront pas ôlé sa valeur et que le public voudra bien l'accueillir 
favorablement comme par le passé. 
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vais les courbes C et G sont de degrés m et m — i : elles ne 
feCovenl donc se couper en plus de m(m — i) points que si 
ime partie ou la totalité de la courbe C se confond avec C; 
pMi d'autres termes, que si cette courbe C n'est pas une courbe 
gioprement dite, mais bien un ensemble de courbes distinctes. 
[I Ifaintenant considérons une courbe avec des singularités 
inques; au moyen d'une série de transformations qua- 
itiques, on la changera en une courbe n'ayant plus de points 
iliers à tangentes confondues. Cette suite de transforma- 
is n'aura pas altéré le genre; donc : 
^' I* Comme après la transformation le genre se trouve être 
ivi nombre entier positif, on en conclut que : 

r Le genre d^une courbe est toujours un nombre entier et 
masiiif{pour une courbe indécomposable), 

2* Si, dans la formule (5) du paragraphe précédent qui 
dbnne le genre />, on remplace n par sa valeur (p. 67), on 
trouve 

_ (m — i)(m— 2) _'^ kÇk — i) _ _'^ (y — 1) 

et Ton voit que s '\ — ^Aj — ^st un entier. 

Si une courbe peut se décomposer en d'autres d'ordre 
moindre, son genre peut devenir négatif; par exemple, un 
système de trois droites est une courbe de troisième degré 
de genre i — 3 = — 2. En général : 

Le genre d^une courbe C formée de plusieurs autres 
C,, Cj, - . • î Ctk de genres ps^ /?2, . . ^, pkcn nombre k est 

gai à 

/?i-h/?j-h...-t-/?A — A:4- 1. 

n effet, le genre P de la courbe C est, en appelant m son 
jtn'é, o la somme de ses rencontres avec elle-même, j l'ordre 
un de ses cycles d'ordre supérieur à un, 

L. — Traité d'Analyse, IV. 6 
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le genre fi de la courbe d est, en le supposant de degré i 

(mi—i)(m,— 'x) ^ V/ • ,\ 

Pi= o/-^(yi-i), 

3/ eiji désignant pour cette courbe les quantités analogti 
à 8 et y. En général, les courbes C/ se coupent en 

points que Ton peut regarder comme des points doubles de( 
on a donc 

et, par suite, 

la formule (i) donne alors 



P = - 



(2'^'-0(2'^^-") 



î^ ^ 2^ //!/ m,, ^ 2^pi 

où 

V = ^/> - k -i-i. c. 0- f' ^• 



XVI. — Rédaction des fonctions algébriques. 

Nous allons voir que toutes les fonctions algébriques 
même genre sont réductibles à des types simples au mo; 
de transformations rationnelles. 

Au moyen d'une première transformation, on peut rame 
une courbe algébrique à ne plus avoir de points singulie 
tangentes confondues (p. 78) ; soit donc 
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5 courbe algébrique d'ordre m à tangentes séparées, appli- 
ons-lui la transformation 

a/ y' z' 

ms laquelle nous supposerons les polynômes ç, ^, <{> de 
îgrés 5. Elle se transformera en une autre courbe 

ont nous désignerons le degré par m'. Commençons par 

saluer m'. Désignons par rf, le nombre de points simples 

ey*= o par lesquels passent les courbes <p = o, 'yr = o, ^ = o; 

ar rfo le nombre de points doubles de/=o par lesquels 

assent les mêmes courbes, etc. Coupons la courbe (3) [par 

I droite 

ax -^ by -\- cz' ^ o, 

î nombre des intersections m! sera celui des solutions des 

quations 

f=o, a^ -^ by -r- c^ = o, 

ui est ms; mais, de ce nombre, il faut défalquer le nombre 
es intersections de çp = o, y =: o, J^ = o, /= o, s'il y en a, 
>arce que ces points fixes ne sauraient correspondre à des 
Joints Jc'^yj z': le nombre de ces points est 

>ii a donc 

le degré m' pourra donc par la transformation (2) être rendu 
d'autant plus petit que rff -H 2fi^2 H- • • • sera plus grand, et il 
vaura lieu^ dans le but, de simplifier Téquation /'= o, de 
'aire passer les courbes çp = o, y = o, <i = o par le plus grand 
lombre possible de points de/= o. 
Ces courbes étant d'ordre s contiendront dans leur équa- 

ion paramètres variables, et l'on pourrait les faire 
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passer par autant de points de/*=o; mais il faut que 
courbes soient variables, pour déterminer par leurs intei 
tions un point variable x\ y y z' avec x, ^, z l ceci eiij 
qu'elles n'aient pas toutes les trois des équations de la fc 
U"{-\vj u eiv désignant des polynômes donnés et \ un 
mètre indépendant de xf, y\ z'. Ainsi l'on ne pourra dis| 



que de 



s{s-^ 3) 



2 des paramètres contenus dans ^ , y,'}, 



Ton pourra seulement faire passer les courbes ç =o, y = 

s(s -+-3) 
if=:o par a points Aef^= o. Appelons p le gci 

de/= o er /'= o. Soient rf'^, rf, , . . . les nombres de poinl 
doubles, triples, etc., de/'= o. 

Faisons passer les courbes ç = o, -^ = o, ^ =ro : i<* pard^l 
points simples àe f=^o\ 2,^ par les ^2 points doubles de 
même courbe; Z*^ parles d^ points triples de la même courb 
mais en les assujettissant à avoir en ces points des poiotf] 
doubles; 4" par les d^ points quadruples de y=o, enleij 
assujettissant à y avoir des points triples, etc. Alors onaun,} 
au lieu de la formule (4)i 



m 



ms — di — 2 d'j — 6 r/j — ... 



ou, si Ton veut, 



(5) 



m'— ms — (m -- i)(w — 'i) ~k-ip — rfi, 



à cause de l'égalité 



(w — g(w — A) , ^ _ 

p r:= ^ dt—^d^—...\ 



on devra avoir ensuite, d'après ce que nous avons dit, 

sis -r-3) 

OU bien 



ou enfin 



(6) 



'i 



— 2>^,-+-3./3-hG^/4-f-... 



^ I -r- a» -4-3r/3 



sis-r-'i)^ (m — i)(rn~--2) 

— . I -f- -~ — .— ^. 



■2 



?. 



} 
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aminons maintenant successivement les divers cas qui 
tavent se présenter. 

I** Courbes de genre Oy p = o, — On satisfait à la for- 
lole (6) qui devient 

5(s_-J-_3) ^ , (m — i)(/yi — ^ ), 

prenant s = m — 2, la formule (5) donne 

m' = m{m — a) — (m — i)(/w — a) — di 

-^ A ) m'= m — Q. — dt. 

s(s ! 3) 
La différence entre -^^ — — - — 2 et le nombre de conditions 

' S** ^^ imposés aux courbes cp = o, ^ = o, tj^ = o est 

(m — 2)(m-f-i) (m — i)(m — 1) 

f 2 2 * ' 

• on peut donc faire dans (A.) di=m — 4? et Ton a alors 
»i'= 2: donc : 

Toute courbe de genre zéro peut être transformée en 
une autre du second degré. 

Celle-ci à son tour pourra, au moyen d*une transforma- 
tion quadratique, être transformée en une ligne droite; ceci 
revient à dire que : 

Tbeoreme I. — Les fonctions algébriques de genre zéro 
peuvent, au moyen de transformations rationnelles^ être 
changées en fonctions du premier degré, 

2** Courbes du genre un, p = \, — On satisfait à la for- 
mule (6) en prenant 

— 2— > ^ ' 
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c'est-à-dire s= m — 2; la formule (5) donne 

m' r^ m{m — a)— (/n — i)(m — a)-+-a — d^ 
ou 

( B ) m! — m — dx\ 

la différence entre '■ 2 et le nombre de conc 

(m — i)(/n — 2) . , 1 
— I imposées aux courbes <p = o, y 

ifzzzo est 

(m — a)(w-+-i) (m -i)(m — 2) 

— — _ — 2 — — -+- 1 = m — j . 

on peut alors prendre rf| = m — 3, et Ton a, au mo^ 
la formule (B), m'= 3. Comme /> = i, la formule 

(//i' — i)(m'— a) . , . 
p = — a j — j a j — ... 

donne 

1 = 1 — rfj ou c/j = o ; 

donc : 

Théorème II. — Les fonctions algébriques de gei 
peuvent^ au moyen de transformations rationnelle 
ramenées à des fonctions du troisième ordre de gen 

3** Courbes de genre p^T,. — Il faut toujours sal 
à la formule (6), et l'on y satisfera en prenant 5 = a 
La formule (5) donne 

m' — {m — 7.)m — d\ — {m — i)(w — ^ )-+-/> 
ou 

( C ) ni ^ m — •>. — di-^-p; 

le nombre de paramètres dont on peut disposer pour 
miner les courbes ç ir= o, y^^^o^ ♦} =: o est 

(m — 2)(m-4-i) (/?j— i)(w— 2) 

i ^: 21 - ' -+- p = m — 4 -r 

2 'À ' 
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on pourra donc prendre t/| = m — 3 -f-/>; alors la formule (C) 

donnera 

m' = /? — 2 ; 

ensuite la formule 



donnera 



(m'-iKm'-a) 

/> = — « t — 3 a 3 — . . 

1 



<7j -+- 3<ïj -- . . . — -^— ^- 

2 



11 résulte de là que : 

Théorème II (. — Au moyen de transformations ration- 
nelles, on peut toujours changer une courbe de genre p 
en une autre de degré p -r- 2, avec des' singularités équi- 

valences à ^—^ —points doubles. C'est ce que nous appel- 

lerons une courbe normale. 

En d'autres termes : 

Une fonction algébrique de genre p peut être transfor- 
me en une autre d'ordre p — 2, avec des singularités 

équivalentes à — ^ ~~ ' points doubles, au moyen de trans- 
formations rationnelles. 

Tels sont les résultats entrevus par Riemann, et rigoureu- 
cment établis dans ces derniers temps, grâce au beau théo« 
ème de M. Nôther. Le théorème de M. Nôther est en réalité 

' suivant : 

Au moyen de substitutions rationnelles, on peut tou- 
ours ramener une courbe à n'avoir d'autres points sin- 
uliers que des points doubles à tangentes séparées. 

Mais il n'existe pas, à notre connaissance, de démons- 
ations tout à fait rigoureuses de cette proposition géné- 

ile. 
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Xm. — Formes les plus simples des fonctions de genre 

on et deux. 

Une fonction de genre zéro peut être ramenée à satisfa 
à une équation linéaire, et par une transformation homo( 
phique toute fonction linéaire peut être ramenée à la foi 
y^=^x\ telle est la forme normale d'une fonction de genre oi 
en appelant alors i\ une fonction quelconque de genre oeti 
sa variable, ^ et 7| seront des fonctions rationnelles de x 
yz=x^ c'est-à-dire de x. Ainsi se trouve démontré ce 
rème que, si une courbe a son maximum de points doubl 
ses coordonnées sont fonctions rationnelles d'un même 
rame Ire x. 

Une fonction T^ de genre un et sa variable Ç sont fonctîoasj 
rationnelles d'une fonction du troisième ordre et de sa variabl 
sans point double. Or la fonction du troisième ordre sans poî 
double peut, comme Ton sait (p. 62), au moyen d'une trans-J 
formation homographique, être ramenée à satisfaire à réqust^l 
tion 

y*—x{x — a)(jr--p) ou y—yjx{x — at)(a: — P), 

a et ^ désignant' des constantes; par suite, i et 7|, pour une 1 
onction du premier genre, seront de la forme 

Ç=-/(T, R), r,-F(x, R), 

/et F désignant des fonctions rationnelles de x et du radical 

R r= \^x(^x — a)(.^ — ?). 

Si Ton pose x = t^, on trouve 

fi et F2 désignant des fonctions rationnelles. Nous verrons 
que le radical, sans cesser d'être du second degré, peut affecter 
les formes les plus diverses. Pour le moment il est établi que : 

Lorsqu'une courbe algébrique a son maximum dépeints 
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doubles moins un y ou qu'elle est de genre i//ï, ses coordon- 
nées peuvent être exprimées en fonction rationnelle d'un 
même paramètre t et d'un radical de la forme 



V A/* - Bf» — Cf« — Df — E, 
A, B, C, D, E désignant des constantes. 

Considérons encore uoe fonction, ou plutôt une courbe de 
genre deux : elle est réductible à une courbe du quatrième 
degré avec un point double. Prenons ce point double pour 
origine des coordonnées, posons y = tx : Téquation de la 
courbe du quatrième degré se réduira à une équation du qua- 
trième degré en x avant deux racines nulles, et du quatrième 
degré en /. On pourra la diviser par x^, etx s^en déduira sous 
la forme 

^=— B— ^^" •^^'— B— 

T désignant une fonction de T du sixième degré et A, B 
des fonctions rationnelles. L'x et Vy d^une courbe algé- 
brique de genre deux seront donc des fonctions ration- 
nelles d' un paramètre t et d^un radical carré recouvrant 
un polynôme de sixième degré en t. 

Les coordonnées d'une courbe de genre />, quand />^; 3, 
ne peuvent plus en général s'exprimer en fonction d'un 
même paramètre sous forme algébrique explicite. 

Ces exemples montrent toute l'importance de la notion du 
genre, qui paraît aussi apte à classer les courbes algébriques 
que la notion de l'ordre. Il suffit, en effet, d'étudier les pro- 
priétés des courbes normales pour en déduire, par une mé- 
thode analogue à la méthode des projections, les propriétés 
les plus intéressantes des courbes du même genre. 

XVIII. — Exemples de coarbes de même genre. 

Une courbe et sa transformée par polaires réciproques^ 
ou même une quelconque de ses corrélatives^ ont le même 
genre. 
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En efTct, la polaire réciproque de la courbe 

s^oblient au moyen de la transformation 



OX 



Oz 



qui est rationnelle. Cette polaire réciproque est prise pir 
rapport à la conique x* -i- j^* -r 5* = o; mais toutes les autm 
courbes corrélatives de/^= o sont des transformées homo- 
graphiques de celle-ci ; le tbéorème est donc démontré. 

Corollaire. — Nous verrons qu'une transformation par 
rayons vecteurs réciproques est un cas particulier de la trans- 
formation qnadratique; elle n'altère pas le genre; si l'on se 
rappelle alors que la transformée par rayons vecteurs réci- 
proques de la podairc d'une courbe est la polaire réciproque 
de cette courbe par rapport à un cercle (p. 70, t. II), on voit 
qu'une courbe et sa podaire sont de même genre. 

Une courbe et sa développée sont de même genre. 

En effet, pour avoir la développée de la courbe/'( x,^) =0, 
il faut chercher l'enveloppe de ses normales, qui sont repré- 
sentées par l'équation 



\ — x 

Ox 



- or^ 

Oy 



il •. j . .y • a?*H- y* — Xj: — Yy 
à la suite de ces rapports on peut écrire = ^^~^7 ^^ 

on aura alors deux équations qui donneront X et Y coordon- 
nées d'un point de la développée en fonction rationnelle dex 
et^. Donc, etc. 

Quand une courbe estunicursale, elle est carrable en termes 
finis, puisque ses coordonnées x^y sont fonctions rationnelles 

d'un même paramètre, et alors j ydx, son aire, estuneinté- 
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iJe de fonction rationnelle. Toutes ses développées succès- 
es sont de même genre zéro, et par suite elles sont égale- 
nt carrables en termes iGnis. Il en est de même de ses 
asformées par rayons vecteurs réciproques, par polaires 
iproques, et de ses podaires. 

)e ce que la polaire réciproque d'une courbe et cette 
rbe ont le même genre, il résulte que le genre d'une 
rbe peut s'exprimer au moyeu des singularités de cette 
lire, qui sont relatives aux tangentes de la courbe elle- 
ne^ mais cette formule ne nous sera pas utile. 

XIX. — Des transformations birationnelles. 

• ne transformation est birationnelle (\usLndj les anciennes 
ables étant des fonctions rationnelles des nouvelles va- 
les, celles-ci, à leur tour, sont encore fonctions ration- 
es des anciennes, 
oit 

j:' _ y _ z' 

u " V ~ Vv 

transformation qui doit être birationnelle; U, V, W seront 
5 polynômes entiers en x^y, Zf homogènes et de degré m. 
r que cette transformation soit birationnelle, il faut que 
puisse en tirer or, j^, z en fonctions rationnelles de od^y\ 5'. 
'r à chaque point od ^ y , z' correspondront m^ points, 
rsections des courbes 

V5'— wy -. o, Wa?'— uy = o. 

posons que les courbes U :== o, V = o, W = o se coupent 
points A\ls fondamentaux; les courbes ( i ) ou (2) passeront 
ces p points fixes et, par suite, ni^ — p seulement de leurs 
es intersections seront fonctions de ^x/,^, z'\ si l'on avait 
m^ — I ,un seul point d'intersection des courbes (i) serait 
tion des x' ^ y ^ ^ et serait fourni par des formules ralion- 
;s en x\ y ^ z'. 



à 



92 CHAPITRE III. 

Pour quHl existe des formules de transformation biror 
tionnelles de degré m, il est donc nécessaire que les courb» 
U = o, Vrrro, W=o d'ordre m, aient m^ — i poinU 
communs. 

Mais cette condition est loin d'être sufGsante; en effet,» 
l'on prend W = U -I- X V, les courbes U, V, W = o auront 
m^ points communs et les courbes (2) auront les mêmes 
points communs qui seront fixes; aux points x', j^, z' corres- 
pondraient alors des points fixes : nous n'aurions pas ainsi 
des formules de transformation proprement dites. 

Pour que nos formules de transformation puissent être 
regardées comme telles et soient de quelque utilité, il faut 
que, étant donné le point variable {x', j^, V), on en déduise 
pour (Xy j', 5) un autre point variable. Nous nous imposerons 
même celte condition que {x^y, :;) varie, de quelque façon que 
l'on fasse varier {x\ y^ z'). 

Supposons que l'on fasse décrire au point x'f y, z^ une 
droite ax' -h by -h cz' := o, le point x, y^ z décrira une 
courbe aU + 6V KcW = o; nous nous imposerons celle 
condition que la courbe aU 4- b\ 4- cW = o renferme deux 
paramètres arbitraires comme la droite qui lui correspond, ce 
qui n'aurait pas lieu si les courbes U=:o, V = oetW = o 
faisaient partie d'un même faisceau. 

Mais il se présente ici une difficulté; les courbes U = o, 
V = 0, W = devant avoir m^ — i points communs, il semble 
précisément qu'elles doivent faire partie du même faisceau ; car 

une courbe d'ordre m est déterminée par — — points, et, si 

m > 2, on a ~^-^~^- <^ ;^2_ ,^ Majg cette difficulté dis- 

paraît quand on s'arrange de manière que les points communs 
aux courbes considérées soient des points multiples. Nous 
allons, en effet, prouver que : 

Si les courbes 11 = 0, V-=o,W^^o ont en commun «i 
points ordinaires, ol^ points doubles j . . , dk points d'ordre 
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de multiplicité k y on pourra toujours choisir ces nombres 
ïi, ij, . . . , x*, rfe teiie sorte que ies courbes en question 
aient m^ — i intersections communes et que ta courbe 

al -6V-cW =o 

renferme encore deux paramètres arbitraires^ cest'<i-€lire 
qu^on puisse encore la /aire passer par deitx points arbi- 
trairement choisis. 

Deux points d^ordre k étant confondus, les courbes aux- 
quelles ils appartiennent ont en ces points k^ points communs : 
on devra donc avoir 

(i) xi— 434— . - .— A*2x = m' — I. 

D'un autre côté, la donnée d^un point d*ordre k impli- 
quant conditions, il faudra qu'en obligeant la courbe 

aU-rèV-rcW à avoir X| points simples, a^ points dou- 

Wes, etc., on ne lui impose que ; — 2 conditions; 

donc 

/ ^ k(A-^i) m(m-^'i) 

(2) a, -H 3i,-^...-J 2x-= 2. 

'À -A 

Retranchons (2) de (i) : nous aurons 

' '2 2 

Or, le point d'ordre k pouvant être considéré comme la 

éunion de ^— ^ points doubles, cette dernière formule 

rouve que les courbes aU -h 6V + cW = o ont leur maxi- 

mm ■ "" ~~ de points doubles; elles sont donc uni- 

irsales, ce que l'on vérifie immédiatement en observant 
ue ces courbes correspondent à des droites et qu'à des 
)urbes unicursalcs doivent correspondre des courbes uni- 
jrsales. 
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Théorème. — Si l'on considère les trois points multiplet 
des courbes U = o, V = o, W == o qui sont de l'ordre le 
plus élevé, la somme de leurs ordres est supérieure à m. 

En effet de (i) et (3) on lire par soustraction 
( ^ ) «i — i 34 — ...-- A* Xjt — 1 m — 3 : 

soient r, 5, / les ordres des points multiples de Tordre le plus 
élevé, (i) et (4) pourront s'écrire 

ai — 4 »i -r- •••—/* x/ = m* — I — r* — *«. 
ai — ixj— ...--/ a, = 3 /Il — 3 — r — s: 

multiplions la seconde formule par / et retranchons-en la 
première, le premier membre de Téquation résultante sera 
positif et Ton aura, par suite, 

i{Zm - Z - r - - s) w* - i - - r' — ** ^o 
ou hicii 

(i) m^-^mt—r^-s^ 1 /v3 — r — *)<o; 

or, si Ton égale le premier membre à zéro, on trouve 



3/ 'h 

( 5 ) m — - - rz 4 9 - -- ^* j* — I — 3 / - r / — si. 

La quantité sous le radical peut s'écrire 

/ f * 

Or r et 5 sont au moins égaux à t; donc cette quantité esl 
moindre que (r-^s — - j ; par suite, les valeurs (5) de f^^ 

sont au pliis ésrales à r -{- s — -i- ouàr-h5-f-/; do^^* 
enfin l'inégalité (4) ne saurait avoir lieu que si 

m <, r -^ s -^ t. c. Q. F. P* 

Ce théorème est important pour ce qui va suivre. 
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à des tgmgfariMliinifc ipiml i aUgmK 



^nsidérons noe trai2sf(»nuali(.iii Liralioniif^lie gotdconquf 



r. W avant la mènâe- siçiii fi cation qu'au parasTaplie pj'é- 
'Di: prenons pour sommeti^ du triauîrl<: dt référence ief 
i f>oinl5 sinrnLerf de* cc»urbef l , ^ . W =^ o dont JWdre 
e plus éleié- puis eflectu(»ns lit transi ornialî on guadratîque 
une des courLes aV — 6V — f "W. En appelant r^ *, f 
Ire des points sinruliers en question, un*- ccmrbe d'urdi^ m 
•ansformem en une autre d'ordre 2 iw — r — s — / JDoindre 
m. en vertu du tiiéoreme précédent, inaif elle préi»eutera 
joints f on danaentaux des ^injrularité* d ordre m — g — t. 

- t — r. rn — r — s ou m — r — * — t — r c e^l- 

re d'ordres au moins ■ p. 94 éraux » r. jt. /. qui !>eroul 
i^re des points de Tordre le plus élevé, puittqne lu trauf^ 
niition quadratique ne inodiiie que les «insularités des 
jIs prJncijiaux-- Lne *teconde transformation quadratique 
Lssera encore l'ordre de la courbe cttnsîdérée- et aînsd de 
t. <Jn finira par tomber sur une transformée rectili^Tie. 

HLoixMX. — Tou.t*r trauFformatioTi birationn^Ue «e 

^uit a ur,e série de traraformalior^n quadratiqu^cs. 

J îiiileurs, une suite dt tntnsf jrmations quadratiques ood- 
3e é^-ideinjinent une transformation Liralionnelle. 
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CHAPITRE IV. 

APPUCATIOxNS GÉOMÉTRIQUES DES DOCTRINES EXPOSÉES 

AU CHAPITRE PRÉCÉDENT. 



I. — Courbes nnicorsales on de genre zéro. 

Les courbes de genre zéro ont reçu le nom de courbes 
unie iir sales ; leurs propriétés les plus intéressantes résultent 
de ce que l'on peut exprimer leurs coordonnées en fonction 
rationnelle d'un môme paramètre. 

Commençons par démontrer que, si une courbe peut être 
représentée par des équations de la forme 

^'^ ""-HT)' ^"wy 

?» 7j ^ désignant des fonctions entières que nous suppo- 
serons du degré 5, cette courbe est de genre zéro. 

i°La courbe représentée parles équations (i) est d'ordres; 
en effet, elle coupe en s points la droite 

ax — by -h c =0. 

Les points d'intersection s'obtenant en éliminant ;r et^ entre 
cette équation et (1), ce qui donne l'équation du degré s 

ao -r- hy -I- d^ =0; 

les s valeurs de t qu'on tire de là, portées dans (1), feront 
connaître les coordonnées des s points d'intersection de la 
droite et de la courbe. 

2" Cherchons maintenant l'équation langenticlle de la 
courbe; il faut exprimer que la droite 
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tangente ou, ce qoî re\~ient au même, que rêquaUon 
-acine double en /. Cette équation diflerentiêe doane 
e équation et de la précédente, on tire 






yi — Cy v:î — v!^ cy — y^ 

ordonnées taogentielles i I t. : ^ pourront donc sVxprî- 
i fonction rationnelle de / : le degré de la polaire récî- 
? de la courbe proposée sera, d'après ce que Ton a vu 
l'heure, le degré des polynômes yV — 4y', . . . , c*esl- 
2 5 — 2 ; en effet, ce degré est en apparence us — i , mais 
aciie de voir que les termes de degré 25 — 1 sont iden- 
lent nuls. Ainsi la classe n de noire courbe est 2S — 2 : 
posant que la courbe n'ait que des points multiples à 
lies séparées, on a, en appelant oie nombre dcsrcncontros 
ourbe avec elle-même, 

, . N > (s — i)(s — iï) 

25 — 2 = 5(5 — 1) — 20, 0= ; 

2 

rbe est donc de genre o. 

Cherchons encore ses points d'inflexion; ce sont ceux 

Iroite 

ax -h by -^ cz =0 

itre la courbe en trois points confondus, ce sont ceux où 

racine triple; en rendant cette équation homogène par 
(luction d'une variable w, il faudra qu'en un point d'in- 
n on ait 

d^o , ^)îy d».L 

a -7-7 -t- o -7-^ -T- c -— J = o, 
àf^ Ot^ ôt^ ' 

a — ■ — h b — — -4- c — — = o, 
dtdu ôtOu OtOu 

f)^0 , r)2y d^^ 

a — '- -i- b — ~ -T- c — - = o, 
ôu^ Ou^ Ou* ' 

L. — Traité d'Analyse, IV. 7 
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c'esl-à-dire 








! â^9 


d^y d^^ 




an 


Tn dn 




t 


d^y d^^ 




otdu 


dtôu dtdu 




d«<p 


d^X ^^^ 




c>a» 


du^ Ou^ 



= o. 



Celte équation de degré 3(5 — a) détermine les points d'in- 
flexion dont le nombre est 3 (s — 2), ce qui permet aussi de 
calculer le nombre des points doubles et d'en conclure que 
le genre de la courbe est zéro. 

Si ia courbe avait des points multiples à tangentes cob' 
fondues, on la soumettrait à une transformation rationnelle 
qui séparerait les tangentes; son genre deviendrait alors zérOf 
car ses coordonnées seraient toujours des fonctions ration- 
nelles de t : donc, etc. c. q. f. d. 



II. — Courbes nnicnrsales da second et dn troisième ordie. 

Toutes les courbes du second ordre sont unicursales ou de 
genre zéro ; pour exprimer les coordonnées d'une conique en 
fonction d'un m<5me paramètre, il suffit de désigner par a, 
b les coordonnées d'un point de la courbe; le coefiîcieni 
angulaire t de la corde qui va du point (a, b) au poini 

{x,y) est / = - ; si, dans l'équation de la conique, on fail 

y=zh-{'(x — a) /, le facteur x — a peut être supprimé el 
l'on a une équation du premier degré enx, qui le fait évaluei 
en fonction rationnelle de t; y est alors aussi fonction ration- 
nelle de t, puisqu'il est égal à b -h t{x — a). 

Les courbes unicursales du troisième degré ont un poinl 
double; on peut ramener leurs équations, au moyen de trans- 
formations homographiqucs, à l'une des formes 

suivant qu'elles ont un point double ordinaire ou un rebrous- 
sèment. 
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On peut donner à Téquation des courbes du troisième degré 
unicursales une forme remarquable : une telle courbe peut 
être représentée par les équations 

a? = a <» -4- 3 ^« -^ Y ' -^ 2» 

Soient L, M, N trois indéterminées; si Ton exprime que 

léX-^-My -h Nz est un cube parfait, on trouve trois systèmes 

de valeurs des rapports L:M:N; on a donc trois équations 

de la forme 

L jr -+- M >' — N z = T^, 

Ux -H M'^ ^ ^'z = T'^ 

T', T'', T"' désignant trois fonctions entières de t qui sont 
des cubes parfaits ; une transformation homographique rem- 
placera ces équations par les suivantes 

X» = T, Y» = T', Z» = T", 

et l'élimination de t conduira à la forme que nous voulions 
obtenir 

A, B, C désignant des constantes. 

m. — Courbes nnicnrsales da quatrième ordre. 

Les courbes unicursales du quatrième ordre étant de genre 

zéro doivent avoir -^ = 3 points doubles. 

Soit /{x^ y^ z) = o Téquation d'une conique quelconque 
rapportée à un triangle de référence. Soient u, v, w trois 
polynômes quelconques du second degré, tels que les coniques 
ii= o, c; = o, w = o aient trois points communs, je dis que 

/(a, V, w) = o 

sera l'équation générale des courbes unicursales du quatrième 
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degré, passant par les trois jl)omts communs à // = o, v =o 
(i' = Oy et ayant ces points pour points doubles. En eflel : 

1° Les points par lesquels passent les trois coniques sont 
bien des points doubles, car on a 

df _dfdu dfdv^ â/dw^ 
àx " du àx dv Ox dw âx ' 

le second membre est évidemment nul pour li = o, r = o, 

w = o; il en sera donc de même de ~^> ^> -— et les points 

où Ton aura u ^= o^ ç z= o^ w = o seront des points doubles. 
2" L'équation y(tt, Çy w = o contient cinq paramètres 
arbitraires, c'est-à-dire un nombre de paramètres égal à celui 
d'une courbe du quatrième degré dont on a donné trois points 
doubles, car une courbe du quatrième degré dépend de 

-^ = i4 paramètres : la donnée de trois points doubles équi» 

vaut à celle de neuf paramètres; lorsque ces points sont 
donnés, il ne reste plus que i4 — 9 = ^ paramètres dans 
Téquation. 

Prenons, comme il a été dit, pour triangle de référence le 
triangle dont les sommets sont les points doubles de la courbe 
unicursale du quatrième degré; les coniques w = o, c = o, 
iv = G devront être circonscrites au triangle de référence, et 
auront des équations de la forme 

\yz -r- [Lxz -h '^xy = o. 

Parmi ces coniques se trouvent les systèmes de deux droitei 

yz = 0, xz =•- o, xy = o, 

de sorte que Téquation des courbes unicursales du quatrième 
ordre pourra se mettre sous la forme 

f(yz,xz, xy) = o\ 

on obtient donc les courbes unicursales du quatrième ordre 
en effectuant la transformation quadratique 

-^1 - y - ^ 

^ ^ yz ~ zx xy 
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sur Téquatlon générale des 'coniques 

j 

Les propriétés des coniques feront ddnc connaître celles des 
courbes unicursales du quatrième ordre '/' 

En particulier, on sait que, quand une Vorfîque coupe les 
trois côtés d'un triangle, les droites qui joignent les som- 
mets à ces points d'intersection sont tangentes à une-jîïême 
conique ; on en déduit que : '/':' ^. 

L0es six tangentes aux nœuds de la courbe unicursale 
du quatrième ordre sont tangentes à une même conique. 

Car les droites joignant les sommets du triangle de réfé- 
rence aux points d'intersection de la conique qui, transformée 
par la substitution (i), fournit la courbe du quatrième degré 
sont à elles-mêmes leurs propres transformées et deviennent 
les tangentes aux nœuds. Pour le prouver, considérons l'équa- 
tion 

-+- ^Bx'^yz -+- ^B'y^xz -+- ^B'z^xy. 
L. équation des tangentes en :r =: o, ^ = o sera — ^ = o ou 

A^* -4- A'ar'-4- ^B'xy = o; 

c'est Téquation du faisceau des droites issues du point :r = o, 
y =zo et aboutissant aux intersections de la conique 

avec la droite z = o. Donc, etc. c. q. f. d. 

On peut classer les courbes du quatrième ordre unicursales 
diaprés la manière dont les coniques desquelles elles sont 
les transformées coupent le triangle de référence, ou, si l'on 
veut, le triangle des trois nœuds. 

En général, on appelle les courbes du quatrième degré des 
quartiqueSj et les courbes du quatrième degré unicursales 
ayant trois nœuds sont désignées sous le nom de quartiques 
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trinodales. Lorsque les trois «ppints d'intersection de la 
conique génératrice avec le triangle de référence sont réels, 
les trois nœuds de la quartique trinodale ont des tangentes 
réelles; si un côté duipàngle de référence coupe la conique 
en deux points i^paglnaircs, les tangentes à la quartique au 
sommet oppose, sont imaginaires : ces points sont alors des 
points isol(^s. ' 

Uor'^âs ifitéressant est celui où la conique touche un côté 
dulitriBingle de référence; le sommet correspondant est alors 
.-. pibur la quartique un point de rebroussement. Lorsque la 
•. '- -conique génératrice est inscrite dans le triangle de référence, 
la quartique est dite tricuspidaley elle a alors trois rebrous- 
sements ; les tangentes aux rebroussenients se coupent alors 
évidemment en un même point. 

L'équation générale des quartiques tricuspidales se déduit 
facilement de la conique génératrice : cette équation est 



v^"n/^l/^»• 



IV. — Sar la transformation par rayons yectenrs réciproques. 

La transformation par rayons vecteurs réciproques, dont 
nous avons déjà eu Toccasion de parler, est une transforma- 
tion quadratique. En effet, en appelant r et r' les rayons 
vecteurs de deux courbes transformées l'une de l'autre par 
rayons vecteurs réciproques, en prenant le pôle pour origine 

des coordonnées, on a 

rr' = A» 

et, en appelant x^ y el x'y les coordonnées des points dont 
r et / sont les rayons vecteurs. 



X y r A* 
d'où l'on tire 



' -y - ,.' - pi' 



(I) jr -=1 - —, V — * 



1*3 
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n a d^ailleurs 

X = y y = • 

xi-\-yt «^ x*-hy* 

jes points fondamentaux sont les points circulaires de rinfini 
t le pôle de la transformation. 

Kludions l'influence d'une transformation par rayons vec- 
eurs réciproques sur le degré d'une courbe. Soit 

Téquation d'une courbe de degré ntj fi{x^ y) désignant en 
général un polynôme homogène de degré i. Si nous effectuons 
la transformation (i) en effaçant les accents devenus inutiles. 
nous obtenons sa transformée par rayons vecteurs réciproques 

r^ désignant, pour abréger, x^-hy^. Cette équation sera 
en général de degré 2 m. Ainsi, en général : 

Une transformation par rayons vecteurs réciproques 
tiouble le degré dUine courbe. 

Toutefois, supposons que la courbe ait pour points mul- 
tiples le pôle et les points circulaires de l'infini (points fon- 
damentaux). Soient q l'ordre de multiplicité de l'origine, 
p l'ordre de multiplicité de chaque point circulaire de l'infini. 
Le dernier terme de l'équation (3) sera r^"^'^^ k'^^ f^ et l'équa- 
tion en question ne sera plus que de degré 2 m — iq -\- q 
ou 2 m — q]àe plus r^P sera en facteur partout, en sorte que, 
>i on le supprime et si l'on désigne par m' le degré de la trans- 

brmée, on aura 

m' = 2 m — 2p — q; 

n appelant p' le nombre de fois que la transformée passe par 
haque point circulaire de l'infini, et q^ le nombre de fois 
u'elle passe par le pôle, on a en outre 

p' = m — ay, q'=m—p — q\ 
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on a de même 






m = im'—^q'—p\ 


p = m'— 2^', 


^ = m'-/>'-ç 



Au surplus, ces dernières équations sont des conséquences 
de celles qui précèdent. 

Comme Ton voit, si m = ap -f- gr, le degré m' de la trans- 
formée pourra devenir égal à celui de la proposée m. Ceslce 
qui a lieu dans le cercle m = 2, /? = i , y = o, quand il ne 
passe pas par Forigine. 

y. — Des courbes anallagmatiqiies. 

M. Moutard a étudié les courbes qui sont à elles-mêmes 
leurs propres transformées par rayons vecteurs réciproques 
sous le nom à' anallagmatiques ; elles jouissent de propriétés 
curieuses, grâce à la présence de leurs points singuliers qui 
coïncident avec les points circulaires de l'infini. 

Théorème de M. MouTARn. — Toute anallagmatique est 
V enveloppe dhine série de cercles orthogonaux à un cerck 
fixe appelé directeur, et dont les centres se meuvent sur une 
courbe appelée déférente. 

En effet, si Ton considère le quadrilatère qui a pour som- 
mets deux points infiniment voisins de Tanallagmatique el 
leurs correspondants, ce quadrilatère sera inscriptible, et le 
cercle circonscrit touchera Tanallagmatique en deux points m 
et m'. Du pôle O, menons la sécante 0/n, elle passera en m' 
et Ton aura Ont x 0/?i'= k^y k désignant le module de la 
transformation 5 si de O l'on mène la tangente à ce cercle, elle 
sera égale à A*, et il est clair que le cercle de rayon k dé- 
crit de l'origine comme centre sera orthogonal au premier 
cercle considéré qui enveloppe l'anallagmatique. 

C. Q. F. D. 

Le cercle directeur est donc le cercle de rayon k décrit du 
pôle comme centre. 
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Réciproquement : Toute enveloppe de cercle qui reste 
rthogonalà un cercle donné est une anallagmatique. 

Donnons-nous une déférente^ c'est-à-dire une courbe le 
ong de laquelle on fera mouvoir le centre d'un cercle orlho- 
;onal à un cercle fixe de rayon k\ prenons le centre de ce 
ercle directeur pour pôle d'une transformation de module A:. 
jSl tangente à la déférente au point où se trouve le centre du 
ercle qui engendre l'anallagmatique est perpendiculaire à la 
roi le qui joint les deux points où le cercle mobile touche 
on enveloppe; pour le prouver, il suffit d'observer que le 
ercle mobile a pour équation 

et ^ désignant un point de la déférente ; comme il est ortho- 
onal au cercle x- '\-y^z= k^^ on a 

a« H- p« = R« -t- k^ 

t, par suite, son équation peut s'écrire 

arî -4- yî — a «T — 2 pj' -+- A:* = o ; 

on enveloppe s'obtient en éliminant a entre cette équation 
l sa dérivée 

^ -^ ?> = o, 

[ui exprime que le coefficient angulaire p' de la tangente à 

a déférente est égal à ; la tangente à la déférente est donc 

perpendiculaire au rayon vecteur des deux points où le cercle 
mobile touche son enveloppe. 

Soit P le point où la tangente à la déférente rencontre le 
rayon vecteur Omm' des points où le cercle mobile touche 
son enveloppe ; on aura 

^^ O m -h Ont' ., ^ ^ , 

2 

si Ton prend sur OP un point F tel que OP. 0P'= A S le 
point P' décrira la polaire réciproque de la déférente par 
rapport au cercle directeur. 
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De là résulte la construction suivante de Féquatio 
l'anallagma tique. 
Soit 



i'-i 
w 

: H 

\ 

il 

! 

:.{ 

r, 



■ I 



' ■ ! 



f 



r .- 


■ 1 


■ . 


( 


1 

A 


1 1 

1 

1 




! 


f'"' 





Tcquation de la polaire réciproque de la déférente pai 
port au cercle directeur, courbe que nous appellerons 
seconde déférente, les points m et m! ou plutôt Tun 
ayant pour coordonnées x et y y et pour rayon vecteui 
sera racine de Téquation du second degré 







r« 


2OP 


r-T- 


A« = o 


ou 
















• 


Â» 




r -T- X « = 




/i'*"-t- 


y* 


Or 


on a 


évidemment 












.r 


~ y 




r 

• 




v/:r' 


x-^yt 



de là et de Péquation précédente on tire 



donc 



X V /•'■!- A* .r* -^ V* -H A' 

X " y 



^ ! (2) 





jtA» 






2A« 


t' 




aA-î 


j- 




a;* 


-^-y 


H- 


A*' 


y 


^' ~x^ 


2 A' 


t 


A*^ 



Téquation de Tanallagmatique est donc 

.os ^/_ aA^a- _ aA'^ V 

^^> J \j:iJ^ yi 4- AS ' .r* -^ k* ^ A V " ^ 

OU, si /{x,j', z) = o est l'équation de la seconde déf 
en coordonnées homogènes, 

(4) /('lA^j-, 2AV%^»-^y-i-A») = o. 

La substitution (a) transforme donc une courbe en une 



. . . 'ic i 
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est ranaUaçmatiqiie^ aranl lu polaire réciproque de celle- 
K)ur déférente. 
1 est curieux de voir quelle e^t la transformée d'une droite 

te transformée est le cercle 

aJt'^ JT COSa — ^'SÎB2 I — pi jr^ — 1' — i^5 ) = o, 

3t le rayon R est donné par la formule 

R« = -, - k-', 

cercle est de ravon nul quand p = A", c'est-à-dire quand 
Iroite donnée est tangente au cercle directeur. 
)i donc on mène une tangente commune au cercle direc- 
r et à la seconde déférente, si Téquation de cette tangente 

X COS X-r- y SÎD 2 — X: = O, 

rs 

i Féquation d'un cercle de rayon nul bitangentà Tanallag- 
ique : son centre sera donc un foyer. Ainsi 

L les coordonnées d'un foyer de Tanallagmatlque (3). Les 
^rs d'une anallagmatique sont donc sur le cercle directeur; 
»t facile de voir qu'ils sont aussi sur la première déférente, 
in eflel, ce sont les points de contact des tangentes corn- 
les au cercle directeur et à la deuxième déférente avec 
ercle directeur; ces tangentes ont pour correspondants, 
s la figure polaire réciproque, des points de la première 
îrente communs à cette déférente et au cercle directeur 
se correspond à lui-même. 
Linsi : 

\,es foyers d'une anallagmatique sont les intersections 
la première déférente avec le cercle directeur. 
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Mais ane aiiallarmatîqDr a encore d'antres fovers qai soot 
les foverf mêmes de la déférente : ces foyers sont des fovers 
singuliers. 

En effet, les fovers de la déférente sont des points de con- 
cours de droites isotropes tangentes à la déférente; ces droites 
sont évidemment tangentes à Tanallaîrmatiqne qai a pour 
points doubles les points circalaires de Tinfini. car Fanallaç- 
ma tique et la déférente ont évidemment les mêmes tangentes 
isotropes. 

¥1. — AnaUagmatiqnet ém tniisièBe et ds foatiiâM arin. 

Soit / -r, V, z ^=o Téquation de la seconde déférente; 
nous avons vu que Téquation de Tanallagmatique était 

/ -2 X*x, a X-»v, x^ — V* — X V = o : 

son degré est donc en général double de celui de la seconde 
déférente. 

La seconde déférente étant du second degré, la première 
sera du second degré aussi : Téquation de la seconde déférente 
étant de la forme 

(if I ^ — ^ =o, 

celle de Tanallagmatique sera de la forme 

( — A j- — 2 B j* V — C >'* = o, 

elle sera du quatrième degré; lorsque la seconde déférente 
passe par rorlgine, la première est une parabole, l'équation (i) 
ne contient plus de terme constant et Tanallagmatique a pour 
équation 

(3; Aa:* — *ihxy — Cy"^— liax -^ by)ix^—y^-^ k*) = o. 

Les équations (a) et (3) sont, comme il est facile de s'en 
assurer, les équations les plus générales des anallagmatiques 
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du quatrième et du troisième degré. Elles peuvent en effet 



s'écrire 



(5) a(T*-r-^*)(rtx-t- by)-h P -t- ik^{ax-^ by) = Oj 

P désignant un polynôme homogène du second degré. 

JLes anallagmatiques du quatrième degré ont pour 
points doubles les points circulaires de Uinfiniy et y réci- 
proquement, toute courbe ayant les points circulaires de 
l' infini pour points doubles et qui est du quatrième degré 
est une anallagmatique. 

La première partie de ce théorème est évidente à l'inspec- 
tion de l'équation (4); réciproquement, toute courbe ayant 
les points circulaires de l'infini pour points doubles et qui 
est du quatrième degré a une équation de la forme 

(6) (a7*-4-^»)«-i-a(ax-+- by){x^-iry^)-^ Pj-i- Pi-h Po = o, 

Pj, P,, Po désignant des polynômes homogènes de degrés 2, 
I, o. Désignons encore cette équation par ^(a:, y)=o, et 
transportons l'origine en a, ^, nous aurons une équation de 
la forme 

-i-2(2aj?-4-a?/)(a7»-4-^*)-4-P;-4-a7 ^ -^y-Â ^-?(»» ?) = o*' 

cette courbe sera une anallagmatique rapportée à son pôle, 
si l'on a 

Ces trois équations détermineront a, ,3, A*; pour avoir le 
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nombre exact de leurs solutions, observons que réiiminatioo 
de A'2 donne 



(7) 



Posons 



t 



H = A(x«-f-C?«-i-2Da-+-2E?-4-F; 
on pourra supposer 

les équations (7) pourront alors s'écrire 

dG / ^dG f)H\ ôG / ^ àG âU\ 

d? ("^ ;JÏ -^ dï j ~ dï ("^ ^ "^ dp ) = ^' 

/ ^àG dU\/ ^ dG àU\ , -, iix<^G<^ 



ou 



(8) 



^ ^ _ ^G c^ H _ 
(>p da (>a d3 ""^^ 

- /t>G cm c)Gc)H\ ,„dGÉ^G <)H <)H 



La première de ces équations est du second degré, elle 
représente une courbe qui a pour directions asymptotiques 
l'axe des j: et l'axe desj>'. La seconde est du quatrième degré, 
elle a les mêmes directions asymptotiques : donc ces deux 
équations ont huit solutions, dont six seulement sont finies; 
deux de ces solutions ne conviennent pas à la question : ce 

sont les solutions 3 = et a = — qui ont été introduites 

en éliminant A*^ par voie de multiplication. Donc : 

Les courbes du quatrième degré qui ont les points cir- 
culaires de V infini pour points doubles sont anallagma- 
tiques par rapport à quatre pôles différents : elles ont 
donc quatre déférentes et quatre cercles directeurs; elles 
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sont de quatre manières différentes des enveloppes de 
cercles orthogonaux à des cercles fixes, 

VIL — Propriétés des foyers des anallagmatiques 

du quatrième ordre. 

On peut mettre Téquation de la seconde déférente d'une 
infinité de manières sous la forme 

(1) AX„X„X3) = o, 

X|, Xj, X3 désignant des polynômes homogènes du premier 
degré. Supposons, par exemple, 

Si Ton fait la transformation 

la courbe (i) devient une anallagmatique ; or, dans cette 
i typothèse, (i) devient 

(^) AïiSi, YïSj, 7383) = o, 

et l'on a, en supprimant les accents, 

Y, S, = 2A:»(ai^ -T- pi^) "+- ïi(^' -\-y^-^k'^)\ 
S, est la puissance d'un certain cercle S| = dont les coor- 
données du centre sont ^? et dont le rayon est 

, *» Y. T. 

^ (xj 4- p^) ~ Xr* . il est donc orthogonal au cercle directeur. 

f Donc : 

Toute anallagmatique du quatrième degré jouit de 
^^il^ propriété y quHl existe une relation homogène du 
second degré entre les puissances d^un quelconque de ses 
points par rapport à trois cercles orthogonaux au cercle 
directeur. 

Supposons que l'on prenne les trois droites X« = o, X2 = o, 
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Xs = o tangentes au cercle directeur; alors on peut su 

et les rayons des cercles S|, S2, S3 seront Ar* — A** ou 
donc alors on voit que toute anallagmatique duqua< 
ordre peut être représentée par une équation de la^ 

/(S|, S,, S3) = o, 

V^S|, Y/S2, V S3 désignant les distances d'un point 

courbe à trois points fixes. 

Nous considérons en particulier trois droites ?i 

X2 = o, X3 = o tangentes à la seconde déférente et au 

directeur; la déférente en question aura une équalior 

forme 

ai v^X, -+- cri v^X j H- aj /X, = o ; 

Téquation corrcspondantede Tanallagmatique sera de la 

bx v^Si -t- b^ /iSj -h 63 v/Sj = o. 



relation linéaire et homogène entre les distances de c 



Toute anallagmatique du quatrième ordre pei 
considérée comme le lieu des points tels quil exis 

i ■ de ses points à trois points fixes. 

Les points fixes en question sont les foyers de Van 
matique. En effet, ce sont des centres de sphères de 
.uXii nuls évidemment bitangents à Tanallagmatlque, puis 

sont les transformées de droites tangentes à la seconde 
rente. Autrement, ce sont les points de contact du 
directeur et de la tangente commune à la deuxième dél 
et à ce cercle. 

Il y a 4 tangentes communes à la deuxième déj 
et au cercle directeur, donc 4 foyers, jouissant i 
trois de propriétés analogues à celles que nous 1 
d^énoncer. 
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Le nombre des foyers d'une courbe du quatrième ordre 
t (4-3)* ou i44; mais ce nombre n'est pas celui des foyers 
'une anallagmatique. En effet, les points circulaires de Tinfini 
ont des points doubles: cela diminue la classe de la courbe 
.€ 4 unités; par chaque ombilic on ne pourra mener que 
^ tangentes à la courbe dont 4 aux ombilics mêmes ; le nombre 
les foyers devra donc être réduit à i6. Ne considérons que 
es i6 foyers provenant des tangentes qui ne sont pas des 
angentes aux points doubles : ce seront les i6 foyers que 
^on peut trouver sur les 4 cercles directeurs, les autres foyers 
»ont ceux des déférentes. 



Vin. — Orales de Descartes. 

Parmi les anallagmatiques du quatrième ordre, il faut sur- 
tout remarquer celles qui ont les points ombilicaux non plus 
Seulement pour points doubles, mais pourpoints de rebrous- 
Sement. Nous les appellerons des cartésiennes pour une raison 
qai découlera de ce qui suit. Les équations des cartésiennes 
Sont de la forme 

en choisissant convenablement les axes, et Ton a entre les 
coefficients la relation 

>our x^ +y^ = o ; donc 

)n choisira y = o et Ton aura A — C = p^ ; donc l'équation 
es cartésiennes est 

u 

L. — Traité cTAnalyse, IV. 8 
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ce que l'on peul encore écrire 

Cette anallagmatîque a pour dcuxiiime déférente 

c'est-à-dire une courbe dont le foyer est l'origine : la prem 
défcrentc est donc un cercle. Réciproquement, si la prem 
déférente d'une anallagmatiquc est un cercle, la seconde i 
son foyer à l'origine, son équation sera de la forme (2) 
l'anallagnialique correspondante (1^ sera une cartésienne 
L'équation (1) peut s'écrire 

(x^-i-y*+px-^i:*y-i-C(,x*^-y*-t-pi-i-l:^)—Cpx — Ck' 



ou, en appelant S la quantité 

x^ + y^—px — k*-] > 

qui est la puissance d'un cercle, et P la fonction liné: 

Celle é([uation représente l'enveloppe du cercle 

(.0 ).'-3>,S-i-P ^O. 

Si l'on égale le discriminant du premier membre à z< 
on exprimera que le cercle se réduit à un poinl foyer; o 
discriminant est un polynôme du quatrième degré en À t: 
tenant )■ en facteur. A la valeur nulle de \ ne correspond 
de foyer, les trois autres valeurs de X fournissent trois fo 
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;n ligne droite; celte droite des foyers est d'ailleurs la droite 
ur laquelle se meut le centre du cercle (4). 

Entre les distances d* un point de la courbe à deux des 
rois foyers que l'on vient de trouver, il existe une relation 
in é aire. 

En effet, appelons \\ Tune des valeurs de \ qui réduisent 
premier membre de (4) à une somme de carrés, si Ton 

sa 

Xf — 2XiSh-P = A, 

pourra, en éliminant S entre cette identité et S^ — P = o, 
ttre l'équation de la cartésienne sous la forme 

Xî-2X,/Ph-P = A 

X,-v/P = /Â; 
appelant X3 une autre valeur de \ et en posant 

X,— aX,S-^P = B, 

aura de même 

X,--v^P = V^B; 

existe donc entre ^A et y B la relation linéaire 

/Â — /B = X, — X,. 

Donc les cartésiennes ne diffèrent pas des courbes dont îl 
déjà été question sous le nom à!ovales de Descartes. La 
l'Homi nation d'ovales de Descartes s'applique surtout au 
is où les trois foyers en ligne droite sont des points réels. 

IX. — Les casunoîdes on lemniscates. 

Lorsque la première et, par suite, la seconde déférente 
)nt des courbes à centre ayant leur centre sur le pôle de la 
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transformation y l'équation de Tanallagmatiquc est de 

Le cas où A = — C = stc^ est remarquable : la seconc 
rente est une hyperbole ëquîlatère et Tanallagmatiqi 
le nom de cassinoïde, ellipse de Cassini ou lemni'sca 
a alors pour équation 

C a?» -4- ^* )* -+- •ic*(^* — a?»)-i- k^ = o. 

Si l'on fait k* = c* — A*, celle courbe est telle que le 
de chacun de ses points à deux points fixes distani 
eux de 2C est égal à une constante A^, ce dont on : 
en développant l'équation 

ou, en coordonnées bipolaires, 

La cassinoïde est une courbe que nous avons déjà ren 
et à laquelle nous avons appris à construire la normal 
La cassinoïde cesse d'être anallagmatique quand c = 
a alors pour équation 

(x^-i-y^y -T- (y^ — a:' ) 2 c- = o ; 

mais elle est unicursale et est la transformée par 
vecteurs réciproques de l'hyperbole équilatère 

x-—y^= —-; 

la cassinoïde porle alors le nom de lemniscate de Bet 
Son équation en coordonnées polaires est r= c y'2 co 

X. — Transformées par rayons yectenrs réciproqu 

et podaires de coniques. 

Les transformées par rayons vecteurs réciproques 
niques ont évidemment pour équation 
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i la comique ne passe pas par le pôle, on obtient une anal- 
agmaliquie du quatrième ordre; si elle passe par le pôle, 
' an ail ag m a tique est seulement du troisième ordre. 
L'équation tangentielle d\ine conique étant 

A Ç« -+- aBr.J -h Ct)« -f- aD^ -i- aETi -h F = o, 

une tangente aura pour équation 

la perpendiculaire à cette tangente menée de Torigine est 

Félimination de i et 7; donne la podaire : pour trouver cette 
podaire^y il suffit de remplacer Ç et Ti par 

X y 

y — » i» 



dans Féquation tangentielle de la conique, comme Ton voit : 

Z^ei podaire d^une courbe n'est autre chose que la trans- 
formée par rayons vecteurs réciproques de sa polaire 
réciproque f ce que Von savait d^ ailleurs. 

On peut donc dire que les podaires de coniques sont aussi 
des anallagmatiques du quatrième ordre. 

Parmi les podaires de coniques, il faut remarquer la podaire 
de cercle qui a pour équation 

(a?« -\-y^ — laxY — R*(a:« -^7^) = o, 

R désignant le rayon du cercle et 2a la distance du centre au 
pôle. En coordonnées polaires, son équation est 

(r* — aar cos6)*— R*r* = o 
ou 

r' — 2ar cosO — Rr = o, 
ou enfin 

r = R H- aa cosO. 
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Celte courbe esi une conchoïdcdu cercle r^= aacos^. 
donne aussi le nom de limaçon de Pascal, 
Quand H =^ aa, on a 

r= iocos'iO = aRcos«ie; 

la courbe est alors la cardioïde. 

Dans la conchoïde de cercle, la déférente, ou l'une des 
rentes, est un cercle, et l'un des cercles directeurs se ré 
un simple point. 



XI. — AnalUgmatïqafls du troisième ordre. 

Lorsque la première déférente est une parabole, la se( 
déférente passe par l'origine, et l'anallagmatîque est du 
siènie ordre ; elle a alors pour équation 

(37' +7»)(«* ^ 6^) -.- Axi + Cj.-« ^ i->(on- *_>•) = 0. 

Les anallaçtnatiques du troisième degré passent pi 
ombilics du plan. Il est facile de voir que toute cour 
troisième degré passant par les ombilics est une anall^ 
tique; et, en effet, une telle courbe a pour équation 

(j7>^-y')(aa7 -i- liy) -- Aj;'--- Cy* — li -- my -t- « — o 

Appelons f(x, y) le premier membre de cette équati< 
transportons l'urigine en K, ^; on aura, pour nouvelle < 
tion de la courbe. 



tk> 



ùi 



Or on peut disposer de /.■, a et fl de telle sorte que 
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'élimination de k donne 

es points a, ,3 d'intersection de ces deux courbes sont les 
ntersections de la courbe avec l'une de ses polaires dont le 
>ôle est à rinfmi. Ce théorème est donc démontré; on remar- 
luera que, parmi les six solutions de ces équations, Tune est 
nfinie : c'est la solution qui correspond à aa + 6^ = o età la 
iroite de l'infini. 

Les anallagmatiques les plus remarquables du troisième 
>rdre ont un point double, elles sont unicursales; leur équa- 
tion est 

(jT* -~- y^){ax '\- by)-r- Air*-t- ihxy '\- Cy^ = o. 

La strophoïde a pour équation 

x(^x^-\- y'^) — a(^* — a?') = o; 

c^est le lieu des points obtenus comme il [suit. Étant donnés 
un point fixe A (/f^. 4) cl deux droites rectangulaires ox et 




oy^ dont l'une passe par A, on prend, sur le rayon vecteur AP, 
des longueurs PM et PN égales à o P; le lieu de M et N est la 
strophoïde ; on a 



AM X AN = const. 



La strophoïde est une podaire de parabole, le pôle est le pied 
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de la directrice de la parabole : c'est l'enveloppe d'un cercle 
qui passe par le pied de la directrice de cette parabole et 
qui a son centre sur la parabole. 

La cissoïde a un point de rebrou ssement; son équation est 

On connaît la génération de cette courbe donnée par Diodes 

(t. II, p. 4o). 

Xn. — Transformation de M. Hirst. 

Soient O un point fixe, S une conique : par O menons la sé- 
cante Omni' rencontrant S en m et m'; si a et a' sont deux 
points conjugués harmoniques de m et m' les figures a tid 
seront transformées l'une de l'autre parla méthode de M. Hirst 

Quand la conique S est un cercle et que le point O est son 
centre, la transformation de Hirst coïncide avec la transfo^ 
mation par rayons vecteurs réciproques : le module est alors 
le ra)ron du cercle (facile à vérifier). Les formules de trans- 
formation de Hirst sont 

^ __ r 
X y 

A xx' -T- K'yf -^ A' C5' -4- B {yz' -t- zf) 

-^ï^'{zx '-+- xz') -T- B'(ry H- yx') = o, 

en prenant le point O pour origine; la conique S a alors pc^*-^ 
équation 

Ax*H- A'y^-Jr- Vz^-r- xByz-h^B'xz-h 2B'xy=zo, 



Xin. — Antre mode de transformation. 

Considérons deux coniques S et S' : soient P la polaire d'u ^ 
point Al par rapport à S, P' la polaire de M par rapport à S 
les droites P et P' se rencontrent en un point M' qui corres-^ 
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>nd à M. Soient x^y. z les coordonnées de M; Jr\y el z 
tlles de M' : on a évidemment 

<^ ifZ <7? 

x' — —y— — 5 — =o. 

ax" ' OY oz 

= o et 'y = o désignant les équations des coniques S et S'. 
n en conclnt 

^' • ^ » ' y» . « «' . « ' * • 

on aurait de même 

j. • ^ ♦ ^ —V • • • — - • : : . 

On voit qu'il y a une sorte de réciprocité entre les points x^ 

y, z et x', y, z!. 
La transformation 



jr^ xz xy 

est UD cas particulier de celle que nous venons d'examiner : 
en effet, ces formules peuvent s'écrire 

XX =^yy= zz\ 
ou 

xx^ — zz' = o, yy' — zz' = o. 

Ce sont les équations des polaires de x, y^ z par rapport aux 
"eux coniques x^ — z^ = o^y^ — 5* = o. Plus généralement, 
on peut considérer le point {xf^y^ z') comme l'intersection 
^es polaires de x, y^ z par rapport aux coniques conjuguées 

^ç. ( A ar» -f- B ^« -h C ^« = o, 

I A'a?« -r- B>« -H C'z» = o, 

^i B, C, A', B', C satisfaisant aux équations 

BC— CB' = CA— AC = AB— BA'. 
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De ces relations on déduit 

(A -f- B -r- C )(BC'— CE') = o, 
ou 

A^B-T-C=:o, A'-<^B'-r-C' = o; 

car on ne peut pas supposer BC — CB' = o : ce serait en 
réduire les deux coniques (C) à une seule. Or A -h B -r- ( 
signifie que la conique Ax^ -\-By^ -r-Cz^ = o passe p 
point x=y=zz', donc enfin la transformation 

^ y ^ 

y'z' zx' x'y 

peut être définie géométriquement comme il suit : 

Soient S et S' deux coniques passant par le poin 
concours des bissectrices de leur triangle autopo 
commun; soient V et P' les polaires d'un point (x,, 
par rapport à ces deux coniques ; x\ y j z' les coordoi 
du point de rencontre de ces deux droites P e^ P : on 
précisément entre les coordonnées des points x^ y, z ^ 
y, z' les relations (a). 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Soient r et les coordonin^cs polaires d'une courbe, r 
d'autres coordonnées polaires, telles que 

r-^r''*, 0=--nO', 

la courbe ayant pour coordonnées polaires r' et 0' est une trans) 
de la première (pour n -- — i, on a la transformation par 
vecteurs réciproques) : deux courbes se coupent sous le mémt 
que leurs transformées, quel que soit n. 

r r-. a cosO représente un cercle et r» -- a'» cos wO représenl" 
/i — I , un cercle ; pour n — — i , une droite ; pour n = 2, une 1 

cate; pour /i — — «2, une hyperbole équilalèrc; pour n = , u 



i 
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?on de Pascal; pour n = 9 une parabole; pour n — — -» une 

caustique par réflexion de parabole, etc. 

2. Le cercle osculateur de r*" = a'^cosm^ intercepte sur le rayon 
secteur une corde c, telle que Ton a, en appelant R le rayon de cour- 
bure, R = — — — c. ( Allégact.) 

3. Voici quelques propriétés des courbes du troisième degré : l'équa- 
tion de toute courbe du troisième degré peut se mettre sous la forme 

a, ^, Y, a', 3', y' désignant des fonctions linéaires. 

Si d'un point M pris sur une courbe du troisième degré on mène 
des tangentes à cette courbe, par quatre points de contact Ai, Aj, 
A], Â; passent trois couples de droites dont les points de concours 
sont !;ur la courbe; les tangentes en ces points de concours passent 
par un même point situé sur la courbe et sur la tangente en M. 

(Maclaubin.) 

Si Ton mène d*un point les six tangentes que Ton peut mener à 
une courbe du troisième degré, les six points de contact (ce que Ton 
sait par la théorie des polaires) sont sur une conique; les six points 
restants où ces tangentes rencontrent la courbe sont sur une autre 
conique doublement %angente à la première. 

lorsqu'une courbe du troisième ordre est à la fois inscrite et cir- 
conscrite à un triangle ABC, le produit des rayons de courbure aux 
sommets A, B, C est égal au cube du rayon du cercle circonscrit 
au triangle. (Mannueim.) 

Les courbes du troisième ordre peuvent être représentées par des 
cquations de la forme 

aSv -r- Xa'» = o, 

A chacune de ces formes correspondent des propriétés de la courbe 
<lQe nous nous dispenserons d'énoncer. 

(l^ourplus de détails, on consultera avec îruxX, les Leçons de Géo~ 
^frie de Clebch, recueillies par Lindemann. Traduction française 
parBenoîst, chez Gauthier-Villars et Fils, ou la Géométrie analy- 
tique âe M. Salmon). 

i- Le lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère 
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est une courbe du troisième degré qui par projection fournit 
les courbes du troisième degré. Cette courbe passe par les cm 

( ScuRon 

5. Si Ton mène à une courbe algébrique la série des tan; 
parallèles à une direction donnée, le centre des moyennes dis 
des points de contact sera indépendant de cette direction. 

(Chaslbs, Liouvil 

(). Soient Mi, M^, ... les points d'intersection de deux co 
algébriques; soient R/ et r/ les rayons de courbure de ces court 
point M/, ùi et a>/ les angles que les tangentes à ces courbes i 
font avec un axe fixe : on a 

-Zé\T^ n~/ sin»(l2/— 0)/) "" ®' 

(LiouviLLE, Journal de Mathématiques, t. 
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CHAPITRE V. 

DES TRANSCENDANTES ENGENDRÉES PAR L'INTÉGRATION 

INDÉFINIE. 



I. — Préliminaires. 

Toute relation entre une ou plusieurs fonctions d'une ou 
de plusieurs variables, ces variables et les dérivées des fonc- 
ûons en question, est ce que l'on appelle une équation diffé- 
rentielle. 

Une équation différentielle ordinaire est une relation 
entre une ou plusieurs fonctions d'une seule variable et leurs 
dérivées. L'ordre d'une équation différentielle est l'ordre de 
la dérivée de l'ordre le plus élevé qui entre dans celte équa- 
tion. 

Une équation est aux dérivées partielles quand elle con- 
tient des dérivées partielles relatives à plusieurs variables; 
son ordre est celui de la dérivée d'ordre le plus élevé qui 
1 entre dans cette équation. 

Enfin on appelle équations aux différentielles totales 
celles qui contiennent les différentielles totales d'une ou de 
plusieurs fonctions et de leurs variables. 

Les solutions des équations différentielles portent le nom 
à'intégrales de ces équations. 

Les équations différentielles les plus simples sont les 
équations différentielles du premier ordre dans lesquelles la 
fonction inconn'ue ou la variable n'entrent pas. Au fond, ces 
deux cas n'en font qu'un. En effet, toute équation différen- 
tielle du premier ordre est une relation 
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entre la fonction^', sa variable x et la dérivée -~ ou les 

fcrenlîcUes dx^ dy. Or on peut supposer à volonté que 2 
que j^ est la fonction, et j^ ou x sera alors la variable io 
pendante; si donc, par exemple, x n^entre pas dans Téquati 
elle pourra se ramener à la forme 

f(y, dXydjr) = o, 

et, comme elle est nécessairement homogène en dx et dy 
peut en tirer, théoriquement, 

dr , . 
on en déduit 



= I ^(y)dy-^ cousu, 



et X s*obtient en fonction de y au moyen d'une intégrât! 
La question est alors dite ramenée aux quadratures, S 
n'entrait pas dans Tcquation, on en déduirait 



j -,'- =^};î\r), y =: I '^{x)dx-hConsU 

I et le problème serait encore ramené aux quadratures [i 

quadrature de la courbe dont l'ordonnée est ^(j?)]. 
nombre des fonctions dont on sait trouver l'intégrale 
restreinl; mais nous verrons bientôt que cette circonstai 
ne tient pas à rimperfeetion des méthodes que nous av< 
fait coniiaitre, mais bien à ce que certaines intégrales S( 
des Iransccndanles sifi gcneris, que Ton est dans l'impôt 
bililé absolue d'exprimer à l'aide des signes de l'Algèbre 
de la Tri-^onométrie employés en nombre fini ou, comme 1 
dit quelquefois, en termes finis. Nous nous ferons comprem 
en faisant observer que, si l'on ne connaissait que les foi 

lions algébri([ues, on serait dans Fimpossibilité de doni 

fix 
Fexprcssiou de Tinlégrale de --> le logarithme de x ne p< 

vant pas s'exprimer algébriquement au moyen de x. 



! 
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1^ Pour élargir le cadre do Calcal întê;^^. noas êtadierons 
]^' dans les Chapitres suivants les intégrales des fonctions al^ 



^- briques qui sont des transcendantes nouvelles, afin de pou- 
^ voir les introduire dans les calcols, conune on a déjà introduit 
y les logarithmes, leurs inverses les exponentielles et les fonc- 
tions trigonométriques, fonctions qui se seraient, comme 
■■ nous le verrons, présentées d'elles-mêmes dans l'étude des 
intégrales des fonctions algébriques les plus simples. 

n. — Fonctioiis imiilîcîtfti dêfimet par des éqaalîaBS 



Considérons le système d'équations différentielles si 
multanées au nombre de v 

dt -^ • 



(i> ' dt '- ' ' 



dY 

di 

dz 
dt 



entre les "^fonctions x^y^ z^ — , la variable t et leurs 
dérivées —rzy -j-j •••> résolues par rapport à ces dérivées. 

Si Von suppose que^ x^ y, Zj t variant respective- 
ment autour des points x^^ y^^ z^y — , /o les /onctions ^, 
y, tji, ... restent synec tiques par rapport à ces variables, 
les équations (i) admettront une solution, se réduisant au 
système x = Xt, y ^=y%j ^ = ^; pour t = /.- 

Chacune des fonctions x^ y^ z, — restera synec tique 
CL ^intérieur d^un cercle décrit du point /« comme centre 
avec un rayon R défini par la formule 



R =a[i — e '^-^«"J, 



A désignant une quantité moindre que le plus petit des 
modules de x — ^ê^y—yoj - - -, pour lesquels o, y, i, . . . 
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cesseraient cfêtre synectiques autour des points J?#,^#, 
^0 et M désignant une quantité plus grande que le ^ 
grand des modules maxima de ç, y, ^, . . . , quam 
yy z^ ... se meuvent dans les cercles de rayon A ay 
leurs centres en Xq, yoj . . ., tQ, 

Admcllons un instant la propriété qu'il s'agit d'établi] 
calculons les dérivées successives des fonctions x^y, z, . 
Pour cela différentions les formules (1), nous aurons 



d^x à^ dx ào dy 
~de^ "" àx lit "^ liy dt 

d^y _ ôy^ dr dy dy 
dt* ~" dx 7il '^ ô}'~dt 



dfù 

a- L 

dt 

■ tL 



ou, en n 



tlfF tW-'V 

emplaçant -^- > -Ju > • • • par leurs valeurs (1) 



(^) 



dt' dt 
d^x 

dti 



do 
^dx 



dQ 



dy 
dx 



î ~ ? -ri^ "^ X ;j 



^X 



dy 



On aurait de même -r^y y-j •••> en différentiant ces \ 
mules (2) et en remplaçant ^-> s-> • • • par leurs valeurs 

d T d* X d^ X 

et ainsi de suite. -7-) — ,-> -7-^» •••ne seront autre cr 

dt dt dt* 

que la fonction ç et ses dérivées totales successives que n 
représenterons par'^(i), ©'(/), '^"(i), ...;de méme^> -^^ 

pourront être représentés par '/(O? y/(^)» • • •' ^^ ^^^^ ai 
par la formule de Taylor supposée applicable, 

X = XQ-\-{t — t^)o{t^) 

(3) ly=yo-^(t-to)yS(o) 



(t-to)* 



i.tt 



z'Co) 



i.i.3 



X'C.) 
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je vais prouver que ces formules sont effectivement des inté- 
grales de (i). Et d'abord je prouverai qu'elles sont conver- 
gentes : 

En effet, on sait que Ton a (p. 5) 

dx^àyl,,, 

A, B, C, ... désignant des quantités moindres que les 
ravons des plus grands cercles décrits de x^j y^, Zq, ... 
comme centres qui ne contiennent pas de points critiques de 
la fonction ^. Si dans cette formule on remplace l'exponen- 
tielle par son module i, la fonction ^ par une quantité M 
supérieure à la plus grande valeur que peut prendre son mo- 
dule dans les cercles de rayons A, B, . .., dont il vient d'être 
<]uestion et A, B, C, ... par une quantité A moindre que 
chacun d'eux, on aura 

OU 

ô^^^-^-9{xo, jtq, ...) ^ g! 3!... M 

Maintenant considérons les équations 

dx M 

~di '' 



5 ) < </v 
dt 



(- 


X 


-^){- 


y—yo\ 

M 


!,. 


X ■ 


-'•V, 


.y-y^\. 



e ces équations on tire dx ^= dy :_^ . . . et, par suite. 

X — XQ=y —yo= - — ^0 — ...; 
L. — Traité d'Analyse, IV 9 



i3o 
donc 



et par suile 

\ -^ / ï— /. 

En inU-grant depuis / ^ 1,, on a 

cl les fondions x, y, . . . resteront svnectiqucs, tant 
celte <''qualion et sa diTivce relative à x n'auront pai 
racine commune. Cette Jérivce est 

la valeur de x tirée de lu et portée dans (a) donne 

,.„-,„„..(,-'-'-) = o, 
ou 

En résumé, les équations (5) fournissent des valeur: 
2 ^< X' -• • ■ ■ svnecliqucs autour du point / = ta, et que 

s: peu! di'-vt'ln|)|)cr en série à l'inlérieur d'un cercle décrit au 

de /g avec un r3\on U fini, déterminé )iar la formule 

„,(,_,-J,li).v. 

Les formules (3) serviront à efl'ecluer les développcm 
de X, V, z, ... : mais il faudra v supposer y, y, i, . , . éj 

j ._/_»' 

Revenons actuellement aii\ cqiialions (i) : si, à l'aide à< 
équations on forme, comme il a été expliqué, les formules 



e: 
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celles-ci seront convergentes, et en effet on vient de voir 
qu'elles étaient convergentes pour le cas particulier où Ton 

remplacerait 

Or, dans ce cas, i° les modules <p, y, 4*? • • • pour ^=^01^^ 
peuvent qu'augmenter, puisqu'ils sont remplacés par M qui 
est supérieur à chacun d'eux, 2** les modules de leurs déri- 
vées ne peuvent qu'augmenter, puisqu'ils sont moindres en 
vertu de (4) que les dérivées de 4>, à savoir 



Alors, en vertu des formules (i), (2) et de celles que l'on 

di' ~dti 



obtiendrait en les différentiant encore, x, -.-> -^-^y • • • » JK? 



dy d^Y 

j>^>-»«pour t = Cq^ c'est-à-dire les valeurs des mo- 
dules des fonctions ^(to)j ?'(^o)> • • •> ^(^o)? 'Y {^0)1 • . . , ne 
peuvent qu'augmenter et, par suite [les séries (3) étant convei> 
gentes après la substitution devaient l'être avant], la conver- 
gence des séries (3) est établie; si l'on tire des formules (3) 

I 1 dx dv 

les valeurs de -3- > ^' ••• pour les substituer dans (i), on aura 
^ais, en développant les seconds membres, on a 

1.2 \dt^Jo 

• l^/ ' [iti) ' *" ^^signant les dérivées totales de ç pour 




î 
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/ r- f , prises en r«çàri*nt x. v. -. . . . 
de / définies par les formules ^ . Or 



CO! 



des foDc 



dt ~ ff-- rfï 






si Ton fait / = /«. on a. diaprés les formales (3^, 






on a donc 



= = r. 



t/= 



dv 



dt t '.'x, • i»_», '- 



Le second membre de cette formule est précisément ce 
nous avons appelé ^'> f«' . et ainM de suite ; la formule (6 
donc identique, et par suite il est prouvé que les formole 
admettent une solution jr. v, ^, • . . qui pour f = f« se rc 

àx«,^'«. Zé' et reste synectique dans le voisinage d 

point, tant que le module de f — /# reste inférieur à 



|.-< >-■*!. 



m. — Remarcnies an s^jet du théorème précédent. 



11 est facile de prouver qu*il n*e\iste qu*un seul svsl 
de valeurs de x, y^ z, — , monodromes, satisfaisant 
équations (\) et se réduisant à or©, ji'o» • • . pour / = /^. 
efTel, s'il existait un second système jouissant de cette 
pricté, on pourrait le représenter par J^ :- i, r -i- r, , 5 -f- Ç, 
on aurait alors 



; - o. 



pour / -- ^0» et 



dx 
dt 



dt 



o. 



Z>\ X •- ^ 



- o. 



^ --- Tj, . . . ): 



d'où l'on conclurait, en vertu de (0, 



DBS TRANSGENDAriTES. l33 

onplaçons dans ces formules x^y, z. ... par leurs valeurs 
fonction de t^ on aura 






. • » 



dt ^ dx ' dy 

^ = ? ^/. -+- T ^ 
dt ^ ôx ' Oy 



our r = ^0*» 5j ''i? ^j • • • sont nuls : donc ;y!' ^7 ' ' • " '^ s^*^^ 

lussi : ç, Tj, !J, . . . sont donc de la forme {t — /o)*A, où a est 
au moins égal à deux, ce qui est absurde. En effet, dans les 
équations précédentes, les seconds membres sont d'ordre plus 
élevé par rapport k t — /© que les premiers. 

I^ démonstration du théorème fondamental que nous 
venons de donner est due à Cauchy; mais nous avons profité 
de quelques simplifications apportées par Briot et Bouquet 
[Théorie des fonctions doublement périodiques). 



lY. -. Sur l'existence et rezpression des fonctions implicites. 

Du théorème démontré (§11) résulte la synecticilé des 
fonctions implicites. En effet, considérons les équations 

A = O, /î = O, . . . , //i = o, 

dans lesquelles y*!, ...,/„ désignent des fonctions de n -i- i 
vanables ^1, y^, . . .^ y^ et x; ces équations définissent n 

lonciions implicites y^^ y 21 de j:; ces fonctions sont 

^yoeciiques, car elles satisfont aux équations différentielles 

àfx àfx , dfx , 

dx dyx ^^ cfyn-^ 



àx ' dyj' '"^ OyJ--'' 
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OU bien 



\ 



il) 









dans lesquelles A||, Au. ... ont des valeurs bien détermioées 
si Ton n'a pas 

«'(^l» Vf v«> 

et elles seront développables suivant les puissances entières 
de X — Xo à Tinlérieur d'un cercle de rayon 

R - a'.i - e~""«^>' j. 

A désignant le plus petit des modules x — x%ty\ — /!•• ••• 
pour lesquels les seconds membres de (i) cesseraient d'élre 
synectiques et M désignant le module maximum de ces fonc- 
tions quand x, ^i, j'a, ... se meuvent dans des cercles d« 
rayon A ayant leurs centres en Xo, J^io? Vjo» • • • î enfin /n» 
y 20 sont les valeurs de^i, j'o. ... pour x = Xo- 



V. — Remarque fondamentale an snjet des diTers contours 
d'intégration que peut suivre une variable. 

En vertu d'un théorème connu de Cauchy, rinlégralc 
d'une fonction f{z) prise entre z^y Z reste la même quan^ 
on déforme d'une manière continue le contour d'intégratioO-' 
pourvu que ce contour ne franchisse pas de point critique ^^ 
la fonction. 

Cela posé, imaginons un contour d'intégration quelconqi^* 
Zq7j\ sur ce contour appliquons un fil flexible attachées 
et fixé en ce point; au point Z fixons un anneau et faisC^ 
passer l'extrémité du fil par cet anneau. Supposons que? 
fonction f n'ait que des points critiques isolés (nous n'îP- 
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rons pas dans la suite d'autres cas à considérer) ; en ces points 
critiques fichons des piquets ronds; cela fait, tirons sur 
noire fil. 

Le fil va changer de forme, et, pendant sa déformation, il 
représentera, à chaque instant, un nouveau contour d'inté- 
gration fournissant toujours la même valeur de l'intégrale, 
puisque, grâce aux piquets fichés aux points critiques, le con- 
tour d'intégration représenté par le fil n'a pu franchir un tel 
point. 

Supposons maintenant que notre fil soit complètement 
tendu : il affectera la forme générale d'un polygone ayant 
pour côtés les droites joignant les points critiques, d'une 
droite joignant le point Zq à un point critique et d'une droite 
joignant un point critique au point Z. 

Lâchons le fil en Z, puis, appliquant un piquet sur chacun 
des côtés du polygone, ramenons ce piquet en Zq en entraî- 
oanile fil; passons ensuite successivement le piquet entre le 
fil et les piquets fichés aux points critiques qu'il pourrait 
embrasser une ou plusieurs fois et ramenons le piquet mobile 
en z^ en entraînant les brins de fil. Le contour d'intégration 
représenté par le fil, en se déformant, ne franchit toujours pas 
ae point critique, et notre intégrale prise le long du contour 
aéfiniiif a la même valeur que l'intégrale prise le long du 
contour primitif. 

Le contour d'intégration affecte alors la forme d'une série 
ae boucles entourant les points critiques, que l'on peut 
considérer comme des lacets, et d'une ligne ordinairement 
droite allant de Zq à Z. Il n'y aurait d'exception à cette règle 
<iue s'il se trouvait un point critique sur la droite ZqTj] le 
chemin rectiligne ZqZ pourrait alors être remplacé par un 
chemin légèrement courbe ne passant pas par le point cri- 
tique. De là résulte cette proposition fondamentale : 

Théorème. — LorsqiCon veut intégrer la fonction f{z) 
^^tre les limites Zq et Z, tout contour peut être ramené, 
^^fis changer la valeur de r intégrale, à une suite de lacets 
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enveloppant les points critiques, ayant leur entrée en z^ 
et au chemin recti ligne ZqTj. 

VI. — Des tranBcendantes auxquelles condiiit l'intégratioii 
des fonctions rationnelles. — Logarithmes. 

Le problème qui se présente au début du Calcul intégral 
est rintégration des fonctions rationnelles. Pour le résoudret 
il est naturel de décomposer ces fonctions en éléments simples 

de la forme Ax*" et , > où a. A, m. n désifirnent des 

constantes, dont les deux dernières sont des entiers. Chacune 
de ces fonctions simples peut être intégrée ; toutefois, quand 
/z = iy on est conduit à la considération de la fonction 

dx 



r dx 
J x — a 



que Ton ramène facilement, par un changement de variable, ^ 



• 1 «-M ** 



Celte fonction est la fonction logarithmique; bien qu*e"^ 
nous soit parfaitement connue, il ne sera pas inutile de uC- 
duire ses propriétés de l'équation 

logar- / -, 

de prouver que cette fonction ne peut pas s'exprimer ^^ 
fonction algébrique de x et de montrer qu'elle constitue ul^^ 
transcendante. 

D'après ce que nous avons vu au paragraphe précédeti ^ 
tout contour d'intégration conduisant de i à x peut êl^ 
ramené à une série de lacets ayant leur entrée au point i env^ 
loppant le point critique o, et au contour rectiligne allant J '* 
point I au points. Appelons u la valeur de l'intégrale pri^ 
le long de ce dernier chemin. 
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L^intégrale prise le long du lacet se compose : i® de l'inté- 



grale 



prise le long d'un bord; 2"* de l'intégrale prise le long du 
cercle, laquelle est égale à ±: 271 y/ — 1 multiplié par le résidu 

de - ou I ; 3® de l'intégrale 

dz 



Ç'dz 



prise le long de l'autre bord, cette intégrale détruit la pre- 
mière; en tout on a donc, pour l'intégrale prise le long du 

lacet, i+i a-TC^ — i , suivant que le lacet a été parcouru dans le 
sens direct ou rétrograde. 

Supposons que le lacet ait été parcouru m fois dans un 
sens, n fois dans un autre, et que l'on ait ensuite parcouru le 
chemin rectiligne; on voit que la valeur de l'intégrale sera 

N représentant la différence des entiers m et /i, et u repré- 
sentant l'intégrale prise le long du chemin rectiligne qui va 
du point I au point z. L'intégrale a donc une infinité de 
valeurs. 
Si l'on appelle j^ le logarithme de j:, en sorte que 



r^dz 



w fonction inverse x At y pourra être désignée par ey et, en 
vertu d'un théorème connu (p. 1 27), e^ sera monodrome, mo- 
^ogène, finie et continue dans toute l'étendue du plan, excepté 
pourx=o et a: = 00; mais alors ^ est infini. D'après ce 
que l'on a vu tout à l'heure, on aura, pour toutes les valeurs 
entières de N, 



\ 



j et la fonction e^ est périodique ; sa période est 27c^ — 1 . 
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L^équation 

1 — î^ = o ou c^(logj?-f-Iog^) — o, 

X y 

qui peut aussi s'écrire 

ydx->t-xdy = o ou d xy = o 

montre que logx* + \ogy et xy, ayant leurs différenliellcs 
nulles en même temps, sont constantes en mémo temps; on 

peut donc poser 

\'ogx-^\ogy=/(xy), 

f désignant une fonction que nous déterminerons en faisant 
X = 1 , alors log j: = o, et l'on a 

la fonction /est donc un logarithme, et Ton a 

log jr -h log^ = \o%xy. 
Par suite, si l'on pose logj: = //, log^ =: i?, on a 

OU enfîn 

çU-^V — gU gf . 

Comme on le voit, la théorie des exponentielles et des loga- 
rithmes découle de la façon la plus simple des principes 
élémentaires du Calcul intégral. 

La fonction logjc ne saurait être algébrique, son inverse e^ 
par suite non plus; en effet, pour une même valeur de x, une 
fonction algébrique de x n'a qu'un nombre limité de valeurs 
se permutant les unes dans les autres. 

VII. — Transcendantes auxquelles on est conduit par l'intégration 
des fonctions algébriques. — Intégrales abéliennas. 

On sait intégrer les fonctions rationnelles à l'aide de la 
transcendante logarithmique. Il y a lieu de chercher à inté- 
grer les fonctions algébriques ; mais, quand on aborde ce pro- 
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blême général, on le trouve hérissé de dillScishë^ : louî porte 
à croire que les int^crrales des fonctions alxéLn-ques défi- 
nissent des transcendantes nouvelles. 

On a donné le nom d'intégrales al'élUnnis aux icté^rales 
des fonctions algébriques irrationnelles. 



Vn. — Intégrales des fni:HoBt aifékriqaes im seooad orÉre 
des fanctioBS oicalaîres et kypertebfaes. 

Soît^ une fonction algébrique du second ordre définie par 
r équation 

X.o« Xf 7 X2 désignant des poK nomes de degrés o. 1.2. 
Toute intégrale de la forme 






V dir. 



dans laquelle^ désigne une solution de l'équation l'i; pourra 
s^obtenir au moyen des fonctions algébriques et logarith- 
miques. 

D^abord, en supposant v =:■ u ^ ' » Téqualion ' i; devient 



-I A, 



et u^ n'est autre chose que la racine d'un polynôme du se- 
cond degré; l'intégrale (a) est donc l'intégrale d'une fonction 

rationnelle de x et d'un radical de la forme ^ ax- — bx -r c\ 
on a vu que l'intégrale (a) dépendiiit algébriquement et 
même rationnellement des intégrales simples 



lesquelles pourraient elles-mêmes être rendues intégrales de 
fonctions rationnelles. 



4U ClAFITlt T. 

Nous allons étudier directemeDt la foDCtioD arcsii 
inie par l'équation 



/■ 



le radical étant censé égal à — t quand x est égal à sa 
inférieure. Vovons d'abord combien de valeurs cette fc 
peut prendre pour chaque valeur de x : tous les cl 
qui conduisent de O en x peuvent se ramener à des 
suivis du chemin rectilîgncOj:. Soit u la valeur de l'în 
prise le long de ce chemin recliligne : U fonctioD plac 
le signe / a deux points critiques — i et — i, qui d< 
lieu à deux lacets (p. iS^'i. 

Considérons l'un d'eux bdfca {fig. 5), le radïci 
censé pris avec la valeur - - i pour la valeur initiale . 



-<-7\r- 



l'intégrale prise le long du bord èrf sera 

r' __<lr T. 

L'intégrale prise le long du cercle est nulle; l'intégral 
tivo au bord va est éfjale à 



/ 






En clTet, quand la variable z a tourné le long du cerc 
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radical a pris en c un signe contraire à celui qu'il possédait 
1 rf, et c'est r:^=^ qu'il faut intégrer le long de ca. L'in- 

îgrale relative au lacet -+- 1 est donc tt. On verrait de même 
\\xe rintégrale relative au lacet — i est — tz. 

Maintenant supposons que la variable z, après avoir dé- 
crit le lacet -h i , décrive encore ce lacet : le radical prend à la 
sortie du lacet une valeur égale et de signe contraire à celle 
qu'il avait à son entrée ; si z décrit alors une seconde fois ce 
lacet, rintégrale croîtra non pas de ir, mais de — ic, ce qui 
donnera o pour sa valeur totale, après avoir décrit deux fois 
le lacet; si Ton décrivait une troisième fois le lacet, on trou- 
verait de nouveau tt pour valeur de l'intégrale, et la valeur du 
radical à la sortie serait — i , et ainsi de suite. 

SI s, après avoir décrit le lacet - i , décrit le lacet — i , 
l'Intégrale prendra la valeur tt — ( — ::) ou 27i, et le radical 
reprend à l'origine la valeur -h i . 

D'une manière générale, appelons A, B, C, . . . les valeurs 
de l'intégrale prise le long de l'un des deux lacets, et suppo- 
sons que, après avoir parcouru plusieurs fois dans un ordre 
quelconque les lacets^ la variable z décrive le contour recti- 
Hgne Ox, l'intégrale prendra la valeur générale 

le signe -4- ou — étant mis devant u, suivant que le nombre 
des intégrales A, B, C, ... est pair ou impair. 

On peut toujours supposer que A^B, B^C, C^D, . . ., 
car il serait inutile d'écrire des termes qui se détruisent; 
or A = — B = C = ... = V-Tz: donc la valeur générale de 
1 intégrale que nous avons appelée arc sin:r est 

^mz-hu ou (a/i -hi)ir — M, 

^ désignant un entier. La fonction inverse de arc sin j: ou 
sin a jouira donc des propriétés suivantes : 

sin(si/i7: -4- u)= sinw, 
sin(2/i7: -h Tz — u) = sin u. 
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Il est facile de voir d'ailleurs que la fonction sinu=^x, 
définie par Téquation 

(4) S^v^'-^ 

[équivalente à (3) si l'on ajoute que, pour w = o, on a a: =:^ o] 
est monodrome. Il ne pourrait y avoir d'exception à celle 
règle que si x se trouvait dans le voisinage des points — i et 
-f- I (p. 127); mais, si Ton pose x =^ i — i^, on a 



ou 



du 


= M* 


-«' 


du 


■ v/^-^ 


■V, 



pour j; = I , ç =^ o. Or $ est monodrome autour du point pour 
lequel on a ç^=o; donc x est aussi monodrome autour du 
point pour lequel a: = i ; on verrait de même que x ne cesse 
pas d'élrc monodrome autour du point — i ; ainsi l'équa- 
tion (3) déiinit sinx comme fonction de n monodrome dans 
toute rétendue du plan. 

IX. — Formule fondamentale de la Trigonométrie. 

La formule fondamentale de la Trigonométrie rectiligne 
peut se déduire du Calcul intégral. Ainsi, en posant 



/"' dx 

I — _ : = arc SI n 



et en adoptant celte formule comme définition de arc sin x, 
on aura, pour intégrale de l'équation 

dr dy 

(1) --- _. -i---:.^ =0, 

Féquation 

(2) arcsin J7 -h arcsin)- = arc sine, 
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OÙ c désigne une constante. Mais on peut intégrer autrement 
la formule (i) et l'écrire 

dx ^ \ — y^-^ dy ^ \ — j:' = o 
ou 



/ dx v/i — y^ -^ I ^y /i — -2:* = «, 



a désignant une nouvelle constante; en intégrant par parties, 
on a 

:r)/i^y^-r-y\/i — x^-' f xy( -— ^ h "T=^ )= ^ 

J \/i — ^* ^^—y'^J 

OU, en vertu de (i), 

( 2 ) montre que, pour x-=o, y=c\ si Ton fait ici :z: = o, on 
a y = a : donc a=z c^ et par suite 

(3) x^i — y^-^-y>Ji — x'^—c. 

En appelant alors sînj; la fonction inverse de arcsina: et en 
posant arc sin^r = a, arc siny = 6, 

a'\- b =:i arc sine; 
on a, au lieu de (3), 



sina v^i — sin*6 -i- sin6 \/i — sin*a = sin(a -H 6). 

Les signes des radicaux se vérifient en faisant successivement 
a = o, 6 = 0. C'est la formule fondamentale de la Trigono- 
métrie. 



X. — Intégrales des fonctions algébriques de genre zéro. 

On a vu que les fonctions algébriques pouvaient se classer 

par genres (p. 82). Les fonctions de genre zéro sont définies 

par des équations algébriques représentant des courbes uni- 

cursales, et l'on sait que, si y est fonction algébrique de x de 
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genre zéro, on peut exprimer j: et ^ en fonction rationnelle 
d'un même paramètre t. L'intégrale 



f' 



ydx 
ou même cette autre 

dans laquelle F désigne une fonction rationnelle, peut tou- 
jours être calculée au moyen des signes ordinaires de l'Algèbre, 
y compris le signe log, c'est-à-dire en termes finis; en effet, 
si l'on remplace x ci y par les fonctions rationnelles ç(/) et 
'^{t)y on trouve 

la quantité placée sous le signe / étant rationnelle en £; od 
en conclut que : 

Théorème. — Les fonctions rationnelles de x et d^une 
fonction de genre zéro peuvent toujours s*iniégrer en 
termes finis. 

XL — Intégrales des fonctions algébriques de genre 1. 

Les intégrales des fonctions algébriques de genre zéro 
n'engendrent pas de transcendantes nouvelles; elles peuvent 
s'exprimer au moyen des fonctions algébriques et logarilh- 
miques. Il n'en est pas de même des intégrales des fonctions 
de genre un et a fortiori des intégrales des fonctions de genre 
supérieur, comme nous ne larderons pas à le démontrer. 

Les intégrales des fonctions de genre i méritent d'être 
étudiées à part : on leur a donné le nom d'intégrales ellip- 
tiques. Si j^ désigne une fonction de x de genre i, x et y 
pourront s'exprimer, comme l'on a vu (p. 88), en fonction 
rationnelle d'un paramètre t et d'un radical R de la forme 
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b, c^ d^e désignant des constantes, en sorte que, si F(x, j-') 
.î«;ne une fonction rationnelle de x et de^', Tintégrale eili|>- 
ue 

U = / F< Tj y)cix 
urra se ramener à la forme 

« 
/, R) désignant une fonction rationnelle de t et de R. 



UI. — Sur rimpossibilité d'exprimer les fonctions abéliennes 
an moyen des signes ordinaires de l'Algèbre. 

Les théories que nous allons exposer sont dues à Liouville 
fournal de Crelle, t. 12 et 13; Académie des Sciences de 
*aris, 24 juin 1837). 

Liouville appelle transcendantes de première espèce les 
fonctions algébriques de e"i, e"*, . . . , logWi, logw^» . • « W|. 
ii2< • . , les lettres Ut, 1/2. • • • désignant des fonctions algé- 
briques. On appelle transcendantes de seconde espèce les 

fonctions algébriques de e^i,e''», . . . ,logr,,logr;, l'i 

les lettres i'i, i^j, . . . désignant des transcendantes de première 

espèce, etc. 
Ceci posé, nous allons chercher la condition pour que Tin- 

légrale abélienne fydx^ où y est une fonction algébrique, 

soit exprimable par le moven des fonctions algébriques expo- 
aeotielles ou logarithmiques. 

Supposons d'abord A^rfx exprimable en fonction algé- 
n'que de fonctions de première espèce, et soit 

) Çydx=f{x,€"x.e'^x, . . ., logwi, logwj, ...1. 

ieii n'empêche de supposer qu'entre e"», e" , . . ., log«/, 

L. — Traité d'Analyse, IV *^ 
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log^/2. ... il n^exisle pas de relation algébrique^ sans quoi, 
s'il en existait une, on pourrait remplacer Ioge/i , par exemple, 
par sa valeur au moven des autres transcendantes. 

Je dis que la fonction e"* ne saurait figurer dans le second 
membre de (i); en effet, remplaçant /par ç(e"i, x) ou même 
par ç(0, x) en posant e"« --- 9, on aura 

f y dx = çp(0, X ) 
et, en différentiant, 

OÙ nous désignons, pour abréger, par Çi et Oj les dérivées 

-r|> — ^; mais cette formule (9.) ne saurait avoir lieu, puisque 

elle établirait une relation algébrique entre nos transcen- 
dantes, ce qui est contraire à notre hypothèse, à moins que les 
exponentielles qui y figurent dans les signes fonctionnels ne 
disparaissent identiquement. Si ces exponentielles dispa- 
raissent, on peut remplacer 6 par [xB ou même par une quan- 
tité quelconque, sans troubler l'égalité ('2), et Ton a alors 

d*oii Ton conclut, en intégrant, 

cp(^0, .r . — '^( |jlO, x ) -1- const.; 
la constante dépendra en général de |jl, et Ton aura 

Il ne faut pas oublier que (3) est une identité: (4) doit donc 
aussi être identique et avoir lieu quel que soit 6; on peut alors 
supposer r- i : on a alors 

cp{i,a'.):^cp(|i,j-)-T-4.(ji), 
ce qui détermine A([J>-)î (4) devient alors 
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SI Ton différentîe successivement par rapport à 6 et a, on a 

eç,([xe, x) --^Oi({x, x); 

'où Ton tire, en éliminant o,(0a, :r), 

jiOj( ;a, x) — Ooi(0, if) = const. = a. 
Lin SI 

M, en intégrant, 

0(6, ar) = a logO H- 6, 

ft désignant une nouvelle constante; on a donc • 

^ (6, x) = a loge"» -t- b = au^ -\- b ; 

b fonction ^ ne contient donc pas d'exponentielles; donc : 

Une intégrale abé tienne ne peut pas contenir d'expo- 
nentielles dans son expression, si elle est transcendante de 
première espèce. 

Supposons maintenant que = iogut, et, explicitant cette 
fonction, posons 

<ii I ydx = o{^, X), 

do -, O9 

En diflerentiant(i), on a 

^ = o,(ô, x)"-^' -+-?î(0, X); 

le second membre de cette formule doit être indépendant 
de h : on peut donc y remplacer 9 par 8 -+- (x et Ton a identi- 
quement 
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Uoj Ut, ^2, ••• désignant .des transcendaDtes de premîi 
espèce. Or Liouville trouve encore que Uq^ M|, , . .^ Un 
simplement algébriques; la démonstration se fait en 



Jydx = fi{e^, x)=o(e, ar), 



V désignant Tune des fonctions algébriques qui figurent ài 
Uoy Uif U2, • • •: en employant le même mode de démonsi 
tion que tout à Theure, qui réussit grâce à ce que les dériva 
de 9 sont algébriques par rapport à //|, 1/3, . . . , on prou^ 
que e*' ne doit pas figurer dans Utj U2, ... ; on voit de mém< 
en posant 

Jy dx = o(logt', x) = 0(6, x), 

que ne peut entrer dans l y dx. 

Le même raisonnement s^appliquerait au cas où j y 

serait supposée transcendante de troisième espèce, et ai] 
de suite; donc enfin : 

Théorème II. — «Si une intégrale abélienne est expri- 
mable à l'aide des signes de r Algèbre ordinaire en y 
adjoignant les signes logarithmiques ou trigonomé' 
triques, elle est nécessairement de la forme 



(H) 



/ 



y dx — Uq-'t- AilogMi -t- AjlogUs 



Wo? Ui^ U2j ... désignant des fonctions algébriques et Ai, 
Ao, ... des constantes, 

Abel a prouvé que Uq, f/i, . . ., w„ étaient des fonctions 
rationnelles de x et de y. Pour le voir, il suffit d'exprimer 
Uq^ Ui, ... en fonction rationnelle d'une même fonction algé- 
brique A. Cette fonction \ satisfera à une équation irréduc- 
tible à coefficients entiers en x] mais il est clair que Ton 
pourra d'une infinité de manières s'arranger de telle sorte que 
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les coefficients contiennent y. Rien n'empcche de supposer 
celle équation A = o irréductible en \\ or, si l'on differenlie 
Téquation (H), on obtient une relation rationnelle en x^y^ 
/.jqui peut servir à définir À. Or, Téquation considérée A = o 
étant irréductible, la relation rationnelle en question doit 
admettre toutes les racines de A = o pour une même valeur 
ie X et de j^; en faisant alors dans (H) \ égal à chacune des 
racines de A = o et en ajoutant les résultats censés au nombre 
le IX, on a 

|x I j' éLf — 2 Mo -^ A| log II Mi — A* log n // . - . . . : 

laais 2^/o, IIwi, Ili/a, . . . sont des fonctions symétriques des 
•acines de A = o ; ils s'exprimeront donc en fonction ralion- 
lelle de x et de y. c. q. f. d. 



UII. — Impossibilité d'exprimer les intégrales elliptiques à l'aide 

de transcendantes plus simples. 

Nous avons vu que les intégrales elliptiques, ou Intégrales 
les fonctions du premier genre, se ramenaient à la forme 



I ) 



Jf{K,x)dx, 



R désignant la racine carrée d'un polynôme du troisième ou 
du quatrième degré et /une fraction rationnelle. Or toute 
fonction rationnelle de R et j; peut se mettre sous la forme 

A-f-BR _ (A-4-BRK C — DR) 
C -r- DK " C*"="D« R* 

^1 8) C, D désignant des fonctions entières, et par suite sous 
la forme 

P-^QR _ P ^ QR' _ P ^ JL 
S "■ S "^ R"S" ~ S RS ' 
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^ — ^ K'«— 

' . T .:. . , 

fj*r pfrut rirr e\prîm«re àu ni«>%»^n «îr-^ fonoli>n> a!c«^bri»^ 
lo^-*ritJi inique*, et»:. En effet. >: un- pareille expression é 
p<i-*ibl»-. on aurait, en vertu Ju ihcorèm-.* «i\Vl>eI «i-'nionlrc. 
parairraphe précédent. 



^T M 

I - 






l\ '-l ^^/ d»'*i::rj<irjl des f-mclion^ rationnelles, que Ton p«7 
■»an!» nuire à la ;:énéralilr*. >u|»poser entières si f >»o et 
d«*«i;:n;int une constante; mai^je disque l'on doit aussi s 
po^er \\ t'A 0„ entiers. En effet, supposons P^ ou Qo »«♦> 

pour X '/. P„ - 0„K <era iiitîni. mais j -rr- est ntVes- 

renient fini, quand rnème R- contiendrait le facteur x — 
car il ne saurait le contenir deux fois (sans quoi R se rar 
nenjit à Va forme ( jr — a)R', R' d«*si:;nant un radical porl 
sur \\n polynôme du deuxi«fme degré); donc il faudrait i 
Tune des quantités P/ --- ()/R fut nulle pour j* -^ a, m 
l\, -h ^^>i|R pour des valeurs de x voisines de a ne saurait t 
de même ordre infinitésimal que log( P/ -f- Q/R) qui est 



^ 
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Tordre de log(x — a); donc Vq et Qo. ne devenant pa- 
infiDis, sont nécessairement entiers. 

On peut supposer que rinléçrale qui figure dan» (i) ait 
été prise le longd^un contour rectiligne; alors, si l'on intcgn* 

«fâbord autour d^un lacet relatif à ^ < la formule ^ i ; devra êtn* 

remplacée par la suivante, où h désigne une constante. 

<H, en la combinant avec ^i). on a 

()ue l'on peut mettre sous la forme 

h = 2P0 — ^.^ l'^r -^ — a ». 

'w et a désignant des constantes. Cette formule est impos- 
sibles! les termes logarithmiques qui deviennent infinis dan^ 
'e second membre ne sont pas nuls, et alors 1% est constant; 

^D a donc 



|'^' = P._Q»R, 



'\ désignant une constante; diflférentions, nous aurons 



ou 



ou 



Soit 



I dH dCU 



ax dx 



R« = aJT* — 6x* — cx^ — dx — e, 
Qv = Ax« — Bjr«-> --... — Gx — H, 
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on devra avoir 

x — i kx**^ -\- . . . -n)(4aar'-T-. . . — d) 

-f- 2(rtj:*H-. . .-4- ^)(mAa:'"-*-T-...-4- G) 

ou, en identifiant, 

'2 = Hd -T- 7.eG, o = 4 Aa-h 2/nAa. 

m devrait être éfçal à — '/î, ce qui est absurde; ainsi, parmi 
les intégrales elliptiques auxquelles donnent lieu les fonc- 
tions algébriques de genre un, les plus simples, celles qui 

sont de la forme 

'dx 



rdx 
J "H 



sont des transcendantes nouvelles. Le Chapitre suivant sfc 
consacré à Tétude de ces transcendantes et de leurs inverser 

Nous croyons devoir placer dans ce Chapitre un ihéorè 
j^énéral dû à Abel et dont nous ferons un fréquent usage. 

XIV. — Théorème d'Abel. 

Dans une Note très succincte, Âbel indique la possibilité 
former des combinaisons linéaires d'intégrales de fonctio 
algébriques, exprimables au moyen des signes de TAIgèb^ 
élémentaire. Au fond, le théorème d'Abel revient au suivan 

Soit 

une courbe algébrique^ réductible ou irréductible, r/ 
degré m ; si Ion coupe cette courbe par une courbe algé- 
brique de degré n à coefjicients variables y 

et si l'on appelle (x,, riS (-^2, .>'2 ; {-^i, .Vi), ... les 

|jL = m n points d^ intersection de ces deux courbes, on aura 
la relation 
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^K-^-^y) désignant une /onction entière quelconque de 
degré au plus égal à m — 3, et f^i^x^ y) désignant la 

dérivée -~ • 

Pour démontrer ce théorème, nous obsen'erons que x^^ y\^ 
•^ii J^2' • • • sont fonctions des paramètres contenus dans les 
coefficients variables de t}^, ou, si l'on veut, de ces coeffi- 
cients; si alors on fait varier ces coefficients et si Ton appelle 
d'I» la diflférentielle de i^ relative à ces coefficients, x eVy rcs- 
lant constants, on aura, pour des valeurs quelconques de x 
et y satisfaisant à (i) et (si), 






àx Oy "^ 

-~ dx-T- -, dy -^ d'I = o, 
âx Oy -^ ^ 

ou bien, en éliminant dy, 

-^ — '— dx-{- -^ d'l = o 
à{x,y) Oy 

OU, en remplaçant -^ par /j i^'» y)-» 



F(x,y)dx d'^F(Xyy)_ 



A(^y y) 



I0{x,y)j 



Si, dans cette formule, nous faisons successivement x = Xt^ 
•^2, • . ., Xji et si nous ajoutons les résultats, nous aurons, en 
vertu d'un théorème démontré (p. 822, t. I), en observant 

que F(^, y) d^ est de degré inférieur à ' > 



i= fX 

F(xi,yi)dxi _^ 
1=1 



2 



ce qu'il fallait démontrer. 
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XV. — Application du théorème d'Âbel à un système 

hyperelliptique. 

Soit X un polynôme du degré 2/? donné par la formi 

cl X| ce que devient ce polynôme quand on y fait x^. 
considérons la courbe 

et coupons-la par une courbe variable de degré/? 

(2) r = U, 

dans laquelle U désignera un polynôme entier de degré />; 
deux courbes se couperont en 2p points(j:i,^'i), (x2, Va}- 
dont les abscisses Xt , X2, . . . , Xip seront racines de 

(3) U«-X=o. 

Nous supposerons fixes les/? intersections (a:^^_i,)*^4.i , 
{x^p^yip) ; il suffit pour cela de déterminer/? des p -r- \ o 
ficienls de U par les/? formules 

y 4 ) yp^\ = ^h> ^1» .»■! t — ^p^iy • • • ytp = ^î/»* 

Alors, entre les /^points (.Ti,^,^ .r^,^:^) restés variab 

il existera, en vertu du théorème d'Abel, des relations di 
forme 

i = p 

► • r= o 



l - I 
OU 

/ = p 






F désignai! l an poUnOcne i»? ie^j^ 13 — :■ «îa -r -îc v arbt- 
traire. En particulier, oa am-i 



- . — =r- = 'ï. 



I 



I 



»Xt 


» V 


x-, djTi 


r. ijr. 


»-v 


» V, 


j^-î.ir. 


r:--^j:. 


vX: 


»^^ 



i^"''^>. 



91 maintenant on con5id*er>t ce ^^^t^m*?. i.1 â«?r:i s«ici.'r£ul ea 

prenant poarx,. x* r, t»?^ p^i-ûitî i' La tftrî-îirtîon vxiri^àbLe^ 

de (I • el (3 • en 5*>rte •jn-» po*-ir int'î-zr»»r le ?jsti*nie t oc 
formera léquatîon - > > 

on divisera son premier membre par x — -r^^i 

l-r — Xjp-: Xp^x' - - - Jfi;> étant connus. IVi^aation résaU 
taote 

B =0 

fournira alors X|, x^ Xp, et. si Ton a 

on en conclara 



j-t — Xi— ...— Xp= - 

_ A, 



I 



Ap 

X, Xi . . . Xo = — 






Eq éliminant entre ces équations le paramètre variable qui 

reste dans U, on aura p — i relations entre X|. Xj x^, 

4^^! seront les intégrales de (5) renfermant les constantes x^^«, 
*^^^2^ . . . , Xip qui se réduisent à /> — i . 

On pourrait encore trouver sous forme aij^ébrique les inli*- 
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p^rales de (.")) en développant Téquation U^ — X = o sous la 

forme 

Pqx^p -r- P,ar»/'-» H- . . . -i- P,p = G, 

sans exprimer que U prend des valeurs données pour 



Alors on aurait 



Pi 

4:j -4- X, H- . . . -î- Xip == — —, 

' 

P, 

■ o 



TiX^Xz . , . Xfp = 



Hip 

Po 



En éliminant ensuite .r^,, J?;,+i, . . .• ^2/> et un coefficient 
de U, on aurait encore p — i relations entre Xtj Xj, . . ., ^/^ 
et les coefficients de U qui seraient dans ce cas les constantes 



d'intégration. 



11 résulte de là un fait curieux dont toute l'importance sera 
développée plus loin : les équations (5) ont pour intégrale», 
sous forme transcendante, les relations évidentes 



2/ 



— =— const., > / — — ^=const.. 



et ces équations sont équivalentes à des équations algébriqi*^* 
qui sont les intégrales déduites des considérations qui pr*^' 
cèdent. 

XVI. — Généralisation du théorème d'Âbel. 

Le théorème d'Abel peut être généralisé comme il suit - 
Soient 

i fli^U ^2? . . ., Xn) = O, 
,. 1 fii^l, ^t, Jrn) — 0, 

i • 
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— - 1 équations algébriques de degré m ; si nous leur ad- 
)ignons V équation à coefficients variables de degré p 

t si nous désignons par 

une quelconque des y. =pm"~* solutions de(i), (2), nous 
lurons 



= 0, 



1 = 1 L^(^*t' ^/3, •• .» JCin)\ 

? désignant un polynôme quelconque de degré m — 3. 

La démonstration de ce théorème se fait comme celle du 
théorème précédent. On différentie les équations (1) et (2) 
par rapport aux coefficients Ae fny et Ton a 

y^ dxx-^ ^ dx^-^...-\- j-' dxa = o, 
OXi OXf OXn 



-=^7 aj:i H î aiFj -h . . . -t ^ aj?,^ = o, 

ôxi oxf Ox„ 

'^ en éliminant rfa:2t dx-^, . . . , e^^J?/^, 

(^(2-,, iTs, ..., a7«) £^(a:2, 373, . . ., X,») 

^'iltiplions par F(a;i, X2, . • • » ^/i) et divisons par 

à(fi. fi. ..',fn) àjfufi fn-l) 

â(Xif Xi, ,.,yXu) à(Xi, Xsj ...yXn) 

-mplaçons ensuite o:,, 0:2, . . . , x„ successivement par Xi , , 
*-■ --M^*/!; -.- ^/i> ^/2î •••7 ^i/iî ••• et ajoutons les 
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résultats ainsi obtenus : nous aurons, en vertu du théorèi 
(t. I, p. 322), la formule 

y^ F jXii, -g/î Tin) dru _ 

qu'il fallait démontrer. 

Nous aurons plus tard Toccasion de faire des applicatio 
de ce théorème qui donne toute la théorie des biquadratiqu 
gauches. 



'^*— 
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CHAPITRE VI. 

THÉORIE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. 



I. — Préliminaires. 



On a donné le nom àUntégrales elliptiques^ comme nous 
l'avons dit, aux intégrales de la forme 

F désignant une fonction rationnelle de x et de y/X, etX un 
polynôme du troisième ou du quatrième degré ; c'est à cette 
ilorme que se ramènent les intégrales des fonctions algébriques 
de genre un. 

C'est le comte Fagnano qui a attiré l'attention des géo- 
iDétres sur ces nouvelles transcendantes par ses travaux sur 
Il comparaison des arcs d'ellipse et de lemniscate. Euler a 
^Dsuite intégré l'équation 

dx dy 



^\ jT^ -t- Bx»-+- Cx»-4- Da:-f- E /Aj^*-+- Bj^» H- C^i-l- Djk -h E 

3US forme algébrique, et a ainsi fait faire le premier pas à la 
léorie des fonctions elliptiques {NovicommentariiPetrop,, 
VI et VII). Lagrange (JUém. de Turin, t. IV, et Fonctions 
ncilytûjues) a donné une méthode plus simple et plus natu- 
slle pour résoudre la même question ; il a donné aussi une 
léthode pour transformer les unes dans les autres les intég- 
rales elliptiques, en s'appuyant sur une découverte de Lau- 
len, dont nous aurons l'occasion de nous occuper bientôt. 
L. — Traité d'Analyse, IV. 1 1 
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En i8i I, Legendre a fait paraître un Traité volumîneai,i 
enrichi de Tables numériques, et qui contient tout ce qmj 
avait été écrit jusque-là sur ce sujet; mais c'est à Jacobi eti. 
Abel que nous devons la connaissance de la nature intime des] 
fonctions elliptiques. Ces éminents géomètres ont eu Tidée] 
d'étudier non plus les intégrales elliptiques, mais les fonctiontj 
inverses de ces intégrales, et ont été ainsi les véritables fondt-j 
teurs de la théorie des fonctions elliptiques. On comprendii] 
facilement Timportance du point de vue auquel se plaçaient! 
Abel et Jacobi, si l'on réfléchit que les intégrales des fooctionij 



de X et de sjax^ -h 6a: -f- c donnent naissance aux fonctioi 
circulaires inverses de celles que l'on considère en Trigonc 
métrie, et qui sont bien plus importantes. 

Il serait injuste de ne pas mentionner ici Cauchy et Puiseuif] 
le premier pour nous avoir révélé l'origine des périodes, et le 
second pour nous avoir fait connaître la manière dontsepe^ 
mutent les racines des équations algébriques les plus généraleij 
et les diverses valeurs que peuvent prendre leurs intégrale*,] 
Il serait également injuste de ne pas mentionner les admi-| 
râbles travaux de MM. Hermite, Liouville, Weierstrass, et 
qui ont éclairé d'une lumière si vive une théorie restée! 
peut-être un peu obscure dans les Œuvres d'Abel et de] 
Jacobi. 

(Voir, Bulletin des Se, math., 2* série, t. III, dé- 
cembre 1879, p. 489, un résumé historique de la Théorie 
des Fonctions elliptiques, par Kœnigsberger.) 



II. — Rédaction des intégrales elliptiques à des types simples 

Soit F{x, y/Xj une fonction rationnelle de x et du radical 
y^X; on peut mettre F sous la forme 

A -+-Bv/X 



F = 



,— > 



G-f-Dv/X 
A, B, G, D désignant des polynômes entiers en :r; si alorso^ 
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Itiplie haut et bas par C — D y^, on a 

P-Q/X 

Q désignant de nouvelles fonctions entières ; F se décom- 
>sc alors en deux parties, Tune rationnelle que l'on sait 
tégrer, et l'autre de la forme 

/X 

C 
[ désignant une fonction rationnelle, ou - — > G désignant 

vX 
ne nouvelle fonction rationnelle. 

Nous n'aurons donc besoin que d'étudier les intégrales 

Ilip tiques de la forme 

rOdT 

J v/x' 

Et d'ailleurs rien ne suppose jusqu'à présent que le poly- 
lôme X soit du troisième ou du quatrième degré, de sorte 
{ue la réduction que nous venons de faire s'appliquerait 
încore aux intégrales dites ultra-elliptiques, dans lesquelles 
X est d'un degré supérieur à quatre. 

m. — Problème de la transformation. 

Jacobi a donné le nom de problème de la transforma- 
^ionau suivant : 

Etant donnée une expression de la forme 

dx 

^^\ désigne un polynôme entier du quatrième degré en 
^1 ia changer en une autre de la forme 

dv 

A' 
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Y désignant un polynôme entier du quatrième degré eh^ 
au moyen d'un changement de variable de la forme 

U 

U et\ désignant des polynômes entiers en y que l'on^ 
supposer premiers entre eux. 

Pour résoudre cette question, supposons 

X =(j: - a)(ar - p)(a: - Y)(a: - S), 



nous aurons 



dx 



(U'V-V'U)dy 



v/X /(U-aV)(U — pV)(U— Y^HU— ôV) 

Pour que le second membre de cette formule soit de la foi 

- =9 il est nécessaire que le polynôme placé sous le radi< 

/Y 

soit le produit d'un carré par un polynôme du quatrième de{ 
en y; mais cela ne suffit pas, il faut encore que le carré 
question soit égal, à un facteur constant près, à U'V — VU^ 
Soit p le degré des polynômes U, V; le polynôme 

P = (U — aV)(U - pV)(U - yV)(U — 8 V) 

sera du degré ^p; le carré dont nous avons parlé est alors 
degré 4/? — 4 î sa racine est de degré 2/? — a ; c'est préci 
ment le degré de U'V — VU, si l'on observe que le degré de| 
ce polynôme, en apparence 2p — i , est en réalité 2/> — a, les 
termes en 2p — i se détruisant mutuellement. 

Je dis maintenant qu'il suffît que le polynôme P se décom- 
pose en un polynôme du quatrième degré et en un carré, pouf 
que la racine de ce carré divise U'V — VU et, par suite, soil 
égale, à un facteur constant près, à U'V — VU, en sorte que, 
pour que la transformation soit possible, il suffît que P soil 
le produit d'un carré par un polynôme du quatrième degré. 

Si P est divisible par un carré, il sera le produit de facteurs 
doubles, provenant d'un même binôme U — a V, U — ^ V^, . . . ; 
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effet, U — aV et U — ^ V ne sauraient avoir un facteur 
•mmun, sans quoi ce facteur diviserait leur différence 

— ?)V et, par suite, V et U, qui par hypothèse sont pre- 
îers entre eux; mais, si U — aV, par exemple, admet 
a facteur double, ce facteur appartiendra à U' — aV 
1 à U'(U — aV)— U(U'— aV), c'est-à-dire à son égal 
-a(U'V — VU): donc la racine du carré en question sera 
récisément U'V — VU, et il est facile de voir que notre 
lisonnement s'applique au cas où U et V seraient, l'un de 
egré /?, l'autre de degré p — i , parce que U' V — VU serait 
icore de degré ip — 2. 

lY. — Transformation dn premier degré. 

Le degré de la transformation est le degré le plus élevé 
es polynômes U, V qui entrent dans l'expression de x en y\ 
Dans la transformation du premier degré, on a 

a-\- by 
""- a'-^b'y' 

. l'on applique cette transformation à la différentielle 

dx 



) 



lie devient 

{ba'—ab') dy ^ 

v/ A [(^6 — aLb')y -^a— aa'J[(6 — ^b')y H- a — ^a'J. . . ' 

i transformation du premier degré réussit donc toujours, et 
sla d'une infinité de manières; on peut alors profiter de 
indétermination de a, 6, a', 6', pour faire disparaître un 
*rtain nombre de termes dans le polynôme Y qui figure 
>us le radical du polynôme transformé. On fera disparaître 
s termes de degré impair, en posant, par exemple, 

( b — fib'){a — pa) -+■ (a — aa')(ft — P^') = o, 



r 
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dans ces formules il n'entre que les rapports — >> ^; nous 
vons alors supposer a'= i , 6'= i , et l'on a 

X — ^, 

et les quantités a, b seront données par les formules 

(6 — a)(a — p)-4-(a~îx)(6 — p) = o, 
(b — '^)(a — o)-h{a—'{)(b — ^) = o 

OU bien 

aa6 — ( a H- p ) ( a -H 6 ) -f- 2 «3 = o, 

iab — (^ -r- )(a — b) -f-ayô = o; 

on en conclut 

_ a3( Y + 8)-Y5(a-^3) . 
a-T-ft-Y-8 

a-T-p-Y-ô 

a et b sont donc racines d'une équation du second d 
facile à résoudre. 



Remarque I. — Si a -H P = Y -+- o = a^, notre métl 
tombe en défaut; mais alors la transformation devient inu 
si son but est de faire disparaître les termes en y etj''. 
effet, on a alors 

(a,_a)(r-3)(^-Y)(j'-o) 

— ( .r' — 'isx -^ ap ) (jr^ — ilsx -+- y^ ) 

= |(J7 — 5)« -t- ap — f'JK x — sy -4- y8 — *«], 

et, en prenante — 5 =^ou:r =:^ -i- 5, on aune transfor 
tion très simple permettant de ramener la différentielle ( 
la forme voulue. 

Remarque IL — Supposons a, p, y, 5 réels ou im 
naires conjuguées deux à deux; il est facile de voir qii 
transformation que nous avons faite conduit à des val 
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^ b • c^^^^ » pour que Féquation qui donne ces 
^^ . c^e^ ^ ^^elles, il faut et il suffit que 

_j^ b ^ Q ^îdemment réels, rien n'empêchant de 

Qj^ a^^^ Y ^^^^ ^' ^^ ''^° développe cette for- 

e 

C*'-"()(«-ô)(P-t)(P-^^)>o. 

i« Supposons a, p, y, 5 réels; on peut supposer 

« > ? > Y > ^. 

t celte formule se trouve satisfaite. 

^o Supposons a et ^ conjugués, y eto réels, a — Y et P — Y 
eront conjugués ainsi que a — 8, et P — 5; le produit 

(«-Y)(«-5)(P-T)(P -S) 

bera donc positif. 

3* Si a et P sont conjugués, ainsi que y et 5, a ^ — Y ®^ P — ^ 
leront conjugués, ainsi que a — S et ^ — y, et le produit con- 
lidéré sera positif. 

Donc, on peut toujoursy au moyen d^une transforma- 
îion réelle du premier de gré y faire disparaître de la dif- 

férentielle -j= où X est un polynôme à coefficients réels 

du quatrième degré, les termes du degré impair; du reste, 
X prend la forme A (14- my^)(i -h ny^); A, m, n dési- 
gnant des quantités réelles. 

¥. — Transformation du second degré. 

Si les polynômes que nous avons appelés U et V sont du 
second degré, pour que la transformation réussisse, chacun 
des facteurs 

U — xV, U — ?V, L— yV, U — oV 



I 

l 
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étant du second degré, il faut que deuxd^enlre eux soienti 
carrés parfaits ; nous poserons alors 

U — aV= z{a-¥-by)^, 

e et e' désignant -H i ou — i , d'où l'on tire facilement 
Quant à l'expression 



v/(U-aV)(U-pV) 

on la calcule aisément en observant que le numérateur 
s'écrire 



[(U-aV)é/(U-3V)-(U-?V)û?(U-iV)], 



fi-a 



et que l'on peut supposer j^ = o, vu que l'expression en que 
tion est de la forme dy x const. On trouve ainsi 

rijT 7. ^/tï'{ ah' — ba' ) dy î 



v/X 



<«-?) /A(U— yV;(U — 5V) 



L'indétermination des polynômes U et V permettra A 
simplifier le polynôme Y placé sous le radical. Mais noi 
n'avons pas l'intention de pousser plus avant l'étude des trai 
formations des divers degrés : ce que nous avons dit suffi! 
pour l'objet que nous avons en vue; lorsque nous aurons dani 
la suite besoin d'effectuer une transformation, nous met- 
trons simplement à profit les remarques faites par Jacobi. j 



VI. — Applications du problème de la transformation 
à la rédaction des intégrales elliptiques. 



Nous avons vu que les intégrales elliptiques se rame- 
naient à la forme 

Gdx 

7x 



/ 
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lù G désignait une fonction rationnelle de a: et X un poly- 
lônie du troisième et du quatrième degré. 

Si X est du quatrième degré, une transformation du pre- 
mier ordre ou du second ordre ramènera, comme on l'a vu, 



^^ à la forme-:-» Y désignant un polynôme du quatrième 

degré ne contenant pas de puissances impaires de y. Nous 
avons même vu que, si X avait des coefficients réels, Y avait 
des coefficients réels également. 

Si X est du troisième degré, on peut ramener -yr= à la même 
forme ; en effet, on peut poser 

d.c dx 



>J\ ^ K{ X — i.)yx — p)(^ — Y)' 



prenant x — a = ,s, on a 

dr dz 



et, en faisant z =y^, 

dx idv 



Le polynôme placé sous le nouveau radical est bien bicarré 

et de plus réel si a est réel et p, y réels, ou conjugués. 

Toute intégrale elliptique se ramène donc à des intégrales 

de la forme 

Gdx 



f 



^/X 



OÙ X est un polynôme du quatrième degré ne contenant pas 

de puissances impaires de x. On peut toujours supposer que 

G ne contient pas de puissances impaires de x non plus, car 

on a 

^ A-t-Bo; 



«:o 



A<. B. C, D dfsi^niaiit des poKnôoMS ne contenant pas de 
poi^ances impainK de x: on a. par saite. 



G = 



A~Bx «C — Pxi 



G se décomposera donc en deox termes de la forme P et Qx, 
P et Q dësignani des fonctions rationnelles de x^ : ainsi 



QxdLr 



I ,^ 'J T^ J /X 



OrTîntégrale / ^^ — se calculera par les procédés ordinaires 

du Calcul iolégral en prenant x* pour variable, et le calcul 
d'une intégrale elliptique se trouve ramené à celui d'une inté- 
grale de la forme 



/ 



P€IT 



/x 



n- y 



où P désigne une fonction rationnelle de x^, et X une fonc- 
tion entière du second degré de x^. Dans cette intégrale nous 

supposerons 

X = ax* — bx^ -h c. 

Elle peut, en décomposant Texpression rationnelle P en 
éléments simples, se ramener à une somme d'autres de la 
forme 









djT 



)'«/x' 



où A, m, a sont des constantes, dont la seconde m est néces- 
sairement un entier. Or je dis que, dans la première intégrale, 
on peut toujours supposer m =: 2 ou o ; en effet, on a 



d{x^P-^^ \Jax* -f- bx^ -f- c ) 

f/ X • / r : • . bx-^iax^ l 

= (2/? -t- \)x^P si ax^ -^ bx^-r- C-+- x^P-^^ --==== 

I \/ax^-\- bx*-hcj 



dx 
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OU 



cLr 



^€M.JC^ H— bx* -+- c 



X [ar»P+*(2/? -h 3)a -h a7V+«(2/> -f. 2)6 -h x^P{ip -f- i)c] ; 



en intégrant^ il Vient 



/ 



x^P-^^dx x'^P-^^^\ rip^i b x^P-^^dx 



•X 



)a J : 



(a/)-i-3)a J a^-i-3 a ^/x 



/ 



2/? -f- 3 a X 



formule qui permet d'exprimer successivement 



/x^ dx r x^ dx 



en fonction de 



/dx C^^dx 



rinlégrale 



/ 



dx 



(x«-f-a)"« v^X 



se ramène aux intégrales précédentes et à 



/ 



dx 



(a:»-f.a)v/X 



au moyen de la formule 
laquelle est de la forme 



/" 



j» 

a?(««+«)P /X] = -— [A(a?î4-a)P^ î -T-B(a72-i- a)P^ï H-C(j:2-i-Qt)/'], 

/X 



A. E. C ii:çLrsaBït ÔK oittstiosef : cette Cov^ale intégrée 



I 






en b dérnrée d'ordre jw — i rdalive à z de 



i.i.>.. 



*• — I » . xs — « %^ 



Tn. - Pons iéiiHiii ém ntéfralM tftiptiqnes. 

Les intégrales elliptiques sont, diaprés ce que nous avons 
vu, réductibles à trois trpes 



(\) I -^- / — ^- I 



do- 



où X désigne un polynôme du quatrième degré ne contenant 
pas de puissances impaires de x» ou de la forme 

A, 772, n désignant des quantités constantes (réelles, si le po- 
lynôme primitif du quatrième degré a des coefficients réels). 
Si nous nous plaçons dans le cas général, A.» m, n seront 
quelconques et, en posant mx^=^ — 5*, on aura 

dx — dz : \/Wi 



)/\ v^A v/(i — ;;*){, I — A*5«) 
/i désignant une quantité quelconque réelle ou imaginair^^ 
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Les trois inté^ales (i) peuvent donc être ramenées aux formes 

çtr r x'^dx 

v/(i — ar>)(i — A:«ar«)'' J v^(i — ar«)(i — A-«a7«)' 



/ 



dx 



(arï -+- a) /(i — a:»)(i — A:«ar»)' 



ces trois intégrales portent le nom d'intégrales de pre- 
mièrej de deuxième et de troisième espèce; k est ce que 
Ton appeUe le module. Legendre pose 

X = sintp'î 

alors Jes intégrales précédentes prennent les formes suivantes, 
auxquelles nous mettrons des limites, 

Jr^ do r'^ sin'o^/© 

/^ d<^ 

(sin'<p -h a) y/i — X**sin*cp 

Legendre remplaçait la seconde intégrale par 



qui n'en diffère que par une intégrale de première espèce. 
Sous cette dernière forme, l'intégrale de seconde espèce re- 
présente Tare d'une ellipse dont les équations sont 



X = y/i — Ar'cosç, 
y= sintp, 

d'où est venu le nom d'intégrales elliptiques, donné aux 
expressions que nous étudions. Quant à la troisième inté- 
grale, il la considérait surtout sous la forme 



i: 



do 



.< > 



^ (i-+-/i'sin'tp) y/i — /:*sin*<p 

La quantité ç est Yamplitude et n est le paramètre. Pour 
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abréger récriture, Legendre désignait le radical ^\ — /r^sj 
par A(p ; on a alors 



/i- A«sin>o 



En appelant u l'intégrale de première espèce, Jacobi fa 
usage des notations suivantes 

(p = amay â7 = sinaintt, 
v/ 1 — 37* = cos am a, \/i — A:*a7* = Aami*; 
nous ferons usage des notations plus simples de Guderma 
â? = sni/, v''* — 37* = en a, v^i — k^x^ = dnu. 

VIII. — Réduction du module au-deucns de l'unité. 

Lorsque les intégrales elliptiques de première, de secoj 
ou de troisième espèce proviennent de la réduction d'i 
intégrale de la forme 



j¥{x,yf\)dx, 



dans laquelle X désigne un polynôme à coefficients réels, 
peut toujours supposer le module /rréel et inférieur à l'un 
En effet, par la transformation du premier degré, nous av 

vu que la différentielle —= se ramenait à la forme 

Hx - 

(i) . = = du, 

VA(i -i- mx^){i-h nx^) 

A, m, n désignant des quantités réelles (t;of/- la Remarque 
p. 1 66); maintenant, pour ramener cette différentielle à la foi 

(2) 



>/{i-y'){i-^'y^) 
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OÙ ^ désigne une constante, effectuons la transformation 

\mûonnelle 



, _ a -+- 67Î . 



x^ = 



nous aurons 



a' -h 6>« ' 



(ba'—ab'\ydy 



Pour que du affecte alors la forme (2), il suffît que l'un des 
facteurs placés sous le radical devienne égal à jk^, et qu'un 
autre facteur se réduise à une constante; les facteurs restants 
devront affecter la forme 1 — y^, i — f^^y^y en les divisant au 
lesoin par des facteurs constants. 
Od devra donc avoir Tune des égalités 

a', a, a' H- ma, a' -\- na =0, 

avec Tune quelconque des suivantes qui ne soit pas de même 

6', 6, 6' — m6, 6' -4- /i6 = o, 

ce qui constitue douze combinaisons. 
Toutefois, comme on ne doit pas avoir bd — a6'= o, ou 

-,= ~, on ne devra pas prendre à la fois 6 = 0, b'=^o^ ni 

a = o avec a' = o, ce qui réduit le nombre de nos combinai- 
sons à dix. 

Première combinaison : a' = o, 6 = 0. — Le radical qui 
entre dans la formule (3) prend la forme 



y /A b'a[ ma -+- b'y^] [ /uz-h b'y^] 

ou bien, faisant abstraction du facteur^ qui détruit celui qui 
entre au numérateur de rfw, 



\ mna \ ma J \ na'^ j 
Pour que cette expression affecte la forme 
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à un facteur constant près, k étant moindre que un, il faut qoe 
(4) Kb' mnay> o 



et que 



6' 
ma 






b'_ 
na 



= - ^>. 



Ces deux dernières conditions seront remplies si Ton prend 

- = — m et - = — k^n ; on devra donc avoir m = At-a; 

a a ^ ^ 

cette condition sera satisfaite si m et /i sont de mêmes signes, 
car on peut toujours supposer n> m en valeur absolue. 

Si Ton suppose m ei n positifs, — ou b'a sera négatif; la 
formule (4) exige alors que A soit négatif. Si /n et n sont 
négatifs, — et b'a sont positifs, A doit donc être positif; donc : 

Si A > o, m -< o, n << o, la transformation à employer 



sera 



/i»î — - • 



Si A <[ o, m , » o, n p> o, il faudra prendre encore 



T^ — 



— I 



my^' 



cette transformation réussit, mais elle est imaginaire ; nous la 
rejetterons pour ce motif. 

En discutant d'une Taçon analogue chacune des neuf autres 
combinaisons qui peuvent se présenter, on arrive à cette 
conclusion : 

Pour ramener la différentielle (1) à la forme (2), où /: <^ 1 : 

1" Si A >> o, m ^ o, /i >> o, posez 



x^ = 



nt{i—y*) 



2** Si A > O, m <; o, n >>o, posez 



.r'=: 



— IH-J» 



m 
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3** Si A ^ o, m < o, /i<; o, posez 



ni 



4*^ Si A <^ o, m <; o, /i < o, posez 

mn 
5'* Si A <^ o, m <; o, /i ]> o, posez 



a:« = 



m(i— j*) 



6^ Si A < o, m >• o, n >• o, aucune transformation réelle 
ne peut évidemment réussir. 

Bien que l'on puisse réduire le module à être moindre que 
l'unité, il ne sera pas nécessaire dans la pratique d'effectuer 
cette réduction, ainsi qu'on le verra dans la suite. On pourra 
même faire usage de modules imaginaires. 

IX. — Transformation de Landen. 

Proposons-nous de transformer l'expression 

dx 

ou une autre de la forme 

mdy 



ia> 



V^U-7')(i--^'V') 



A cet effet, effectuons une transformation du second degré 
jp. -_^ 5i ; pour que cette transformation réussisse, il faut que 
Ton ait identiquement 

(V — U)(V-T-U)(V-A:U)(V-f-A:U)=T«(i-7«)(i-A'V*), 
L. — Traité d' AncUy se, l\. 12 
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et l'on peut essayer dS' satisfaire en posant 



(3) 



V 


u- 


a(i- 


-r)('- 


*». 


V 


-*-L = 


a'(i - 


■^^)(« + 


*», 


V 


Ali- 


e(a • 


- *r)». 




V-^ 


itL = 


e'(a' 


- *»», 





e et e' étant égaux à d= i ; si Ton prend a = a', les deux pi 
mières formules donneront 

V = a -h k!iLy\ 
L =a^(i-+-A:'); 

les deux dernières formules (3) donnent alors 






Ayi - A-( 1-4- k')y] = e'{a'-t- 6»«, 



si l'on prend 

(4) 



A-«(i-+-if)« = 4A-'. 



Les premiers membres de ces formules seront des carrés par* 
faits, et la substitution 



X = "- 



I -r- A >> 



transformera la diflerentielle (i) en (2); d'ailleurs de (4) 00 
lire 

9-A-sitv^4-4A^ 
en eflectuanl la transformation, on a 



dx 



dvd-^k') 



En résumé, si l'on pose 






> A = ; —,7 



i-^k' 
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>n cLurci 

dx _ dy(\-^h!) 

On peut donner une autre forme à ce théorème et dire 
jue, si l*on pose 

(i-H A:')siniî; 

in #fi — _i • 



3D aura 



^ n-A:siii*4^ 
d^ dU\-\-k>i 



(Lâuden, Philosophical Transactions, ^11^') 

X. — Interprétation géométrique. 

Jacobi a donné une démonstration géométrique du résultat 
précédent {Math. Werke). 

Considérons un cercle de rayon R {Jig. 6); soient AB un 




diamètre, C un point pris sur ce diamètre, O le centre. Soit 
QC == cij prenons un point M sur le cercle ; soient MCA = A, 
JjrfBA = ^ ses coordonnées angulaires; en déplaçant ce point 
infiniment peu et en Tamenant en M', on a 

MM'=aRrf<? et -^rpr = v-^^ — ' 



r 
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iJ'un autre côU*, 

MM sinM'CM d'I 



MC mdCM m co«CMO 



en égalant les deux valeurs de '-^^ > on a 

1 H d-:^ d^ 



— — : i 



et, sî Ton pose 
on aura 

/•'''_ ^'^ _ •> r^ do 

Enfin le triangle COM donnera 

Ci) - .• , .'^= ^=/-', 

ce qui l'era connaître 'v en fonction de <{/, ou i^/ce i^crsu. 
(Jn donne quel<|uefois une autre forme a ces formule^, i 

pose /{'= lang--; la formule (r>.) devient alors 



2t lanj; 



de même, 



•>. •> 

1 -4- lanî;*-0 
^ -1 



THÉORIE DES INTÉGRALES ELLIPTIQUES. l8l 

.e sorte que (i) donoe 



r? d^ 

i/i — sin'Osin* 



T^ J 4/ I — tang«-sin»6 "o ^ 

5i langO <C i, t2ing'"7 sera beaucoup plus petit que sin9. La 

ransformation de Landen permet donc de remplacer une 
ntégralc elliptique par une autre de module plus petit; cette 
lernière sera plus facile à calculer par les séries. D'ailleurs, 
\n appliquant plusieurs fois de suite la transformation de 
^anden, on a 

r^ do i_ /•?» rf«P| 

_ I r^^ d^i 

2» cos» - cos» ^ «A) /i — sin*0,sinïcp, 



)u reste, 

sinOi = tang- 6, sin Oj = lang- Oj, . . . , 

2 2 

le sorte que, B^ étant suffisamment petit, on pourra prendre 

'^- do„ 



I - = o, 



et Ton aura à peu près 

do o„ 



r-_ 

co V» A 3IU Y 2»C0S*— COS*— . . . COS* - 



2 2 



mais, au lieu de faire plusieurs transformations successives^ 
il vaudra souvent mieux faire usage de la formule 

/*? do /•? _j 

/ 7==== = / ûro(i-A'«sin«o) «; 
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si i^on développe la quantité qui multiplie df par la formokl 
du binôme, on a 



/ \/.--A's-in»i =X'^'^('-^T^'°''^^î^'-*"°^'^"-) 



OU 



1 .3 A:* / 8in4© . \ 



XI. — Sur la moyenne arithmôtico-gêométriqne. 

Soient met n deux quantités positives arbitraires ; posons 

m-h n j — 



mi-h/ij 






les quantités /w<, 7^2, ma, . . . tendent vers une certaine 
limite; les quantités /i<, n^, /is, ... tendent vers la même 
limite que l^on appelle la moyenne arithmético-géomé- 
trique des nombres m et n. 

D'abord les nombres m< et n< sont compris entre m et n, 
m2 et /i2 sont compris entre /n< et n<, .... Ainsi, en se rap- 
pelant que la moyenne arithmétique de deux quantités est 
plus grande que leur moyenne géométrique, on voit que w<, 
ma, ma, . . . sont des nombres qui vont en décroissant sans 
devenir inférieurs à /z< ; ces nombres ont donc une limite [jl. 
Les nombres aî<, /Za, /la, . . . ont de même une limite v. Je 
dis que |x =^ v; en effet, on a 

nip -h rip / 

rfip^i = —^ — ^ , /ip+, = )/mp rip ; 
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en conclut 



v/wp^., — ^rip^i <j{ sfnïp — ^rip) ; 



diiTérences >Jmp — y//i^ vont donc en décroissant plus ra- 
Éjiidemenl que les termes d'une progression géométrique de 

Isison égale à ^, donc ^rrip et \/np ou nip et rip ont même 
Bmite : ainsi |jl = v. 

[T On peut déduire la valeur de [x des formules de transfor- 
batîon de Landen. Nous avons trouvé 



sin(2<p — 4/) _ 
siny 

Si Ton fait ^ = 2?:, la dernière formule montre que ^ = 27:; 
aous aurons alors, pour ^ = 277, 

r*^' d^ 9. r^"" d^ 

i-hA:' 
Maintenant posons 
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CCS lormiilcs deviendront 



1 






Or, en supposant 



Tégalilé k= -t. <!st salisfaile, et l'on a 



..... 



r 



On a donc, par un calcul de proche en proche, 



.C7^srs^,Wi'r 



i/m^ eus' o -i- n' s 
et ù ta limite, en remplaçant m^ et rtp par jjt, 

,/, C .1 t„,.co,',-»'sin.ç 






d'où l'on tire la valent de la moyenne ]i arilhmétîcc 
Irique, exprimée au moyen d'une intégrale cUiptïqu 
Cette solution a été donnée par Gauss. 
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CHAPITRE Vn. 

THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



Êtade de l'intégrale u= f — 



Proposons-nous d'étudier les diverses valeurs que peut 
prendre l'intégrale suivante où G, a, [î, v, 3 sont indépen- 
dants de z^ 






Gfiz _ _ 



^XZ-~OL){Z-'^)(Z--(){Z^O) 



quand on fait varier z en lui faisant suivre différents chemins. 
Tous les chemins qui mènent de o en ;; peuvent se ramener 
au chemin rectiligne qui va de o en ;; (nous supposons que 
ce chemin ne rencontre aucun des points a, p, v, o, que Ton 
peut toujours éviter en décrivant un petit circuit autour de 
lui), précédé de un ou plusieurs lacets relatifs aux points 
critiques a, P, y, 8 (p. i34). 

Soit i la valeur de l'intégrale u prise le long du contour 

recliligne Oz, le radical étant pris alors avec une valeur bien 

déterminée, une fois pour toutes, que nous désignerons par 

-\-Va^8, pour z = o. Soient A, B, G, D les valeurs de la 
même intégrale u prise le long des lacets dont la partie recti- 
\î|ne va de O en a, de O en p, de O en y, de O en o. Le radical 

étant toujours pris avec la valeur initiale que nous avons 

appelée -f- y/a^yù : 

i**Les chemins allant de O en .s et pouvant se ramener au 

chemin rectiligne ont pour valeur i; 
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2' Les chemins se ramenant à un lacet suivi du chei 
rectiligne Oz fournissent les valeurs A — «, B — i, C — i, 
D — f de l'intégrale. En effet, Fintégrale prise le long dt 
lacet relatif au point z est par hypothèse A; mais, quand^ 
le point z a décrit un lacet« le radical reprend en O une 
valeur égale à sa valeur initiale changée de signe; l'intégrale 
rectiligne à évaluer est donc 



r- 



Gds 



c'est-à-dire — i\ et par suite Fintégrale obtenue en suivant 
un lacet (celui qui est relatif au point a), puis le chemin 
rectiligne O5, est A — /. c. q. f. d. 

L'intégrale prise le long d^un lacet ne dépend d'ailleurs pas 
du sens dans lequel est parcouru le lacet; en effet, l'intégrale u 
prise autour du cercle relatif au lacet est nulle, et l'intégrale Â 
se réduit à 



V(x;-a)(5-?)(i; 






On a placé le signe ^- devant le second radical, parce que, z 
tournant autour du point a, le radical revient au point de 
départ sur le cercle du lacet avec sa valeur primitive changée 
de signe ; on a donc toujours 



\r--a 



r« Odz 



3° Si le point z suit successivement plusieurs lacets qui, 

parcourus isolément avec la valeur initiale H- va^yo du radi- 
cal, donneraient les valeurs P, Q, R, S, . . . , V à l'intégrale m, 
puis le chemin rectiligne O:;, Tinlégrale u prend évidemment 
la valeur 

(I) P-Q-f-R — S ...eiVi^zi, 

le signe 4- ou le signe — étant placé devant i suivant que le 
nombre des lettres P, Q, . . . , V est pair ou impair. 
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Soit 

m,(A — B)-f-m,(A--C)^m3(A — D) 

m4(B — C)-hm,(B — D)-f-m6(C — Dj= H, 



«> #713, . . ., m^ désignant des entiers positifs ou négatifs 
arbitraires; l'eiipression (i) est de l^une des formes 

(«)H-+-«, H-T-A— I, H-+-B-*, H-4-C-t, H-4-D— t; 

nous allons montrer qu'une partie de ces formes rentrent les 
ânes dans les autres. 

D^abord les quantités B — C,B — D,G — D peuvent s'écrire 

(A — C) — (A — B), (A — D) — (A — B), (A — D) — (A— C) 

et Texpression H se réduit à la forme 

/iii coi -f- /wj coj -f- /nj (Oj = H, 
en posant 

a>i = A — B, (Oj = A — C, C03 = A — D. 

\ Or, si Ton prend l'intégrale u le long d'un cercle de rayon 
I infini, on obtient un résultat nul; on doit obtenir le même 
résultat en parcourant successivement les lacets; donc 

A — B-hC— D=o, 
ce qai peut s'écrire 

(Oi -r- (Os — coj = o ; 

ainsi o), = wj — (0| : l'expression H se réduit donc à la forme 

Or on a 

A — B = (Oi ou B=A — (Oi, 

A — C = (Oj ou C = A — (1)2, 

A — D = (Oj — (Oi ou D = A — (Oj-HWi; 

donc toutes les expressions précédentes (2) sont des deux 

formes 

mi (Oi -h m j wj -T- iy 

mi (Oj -H mj wj H- A — i, 
mi et m^ désignant des entiers arbitraires. 
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n. — tXmâe I ipiiii àê la loactioD inrersa. 
L'éqnatîoa 



"-I 



permet à volonté de considérer u comme fonctioa de Zj ou z 
comme fonction de u. Si l'on considère z comme fonction 
de 1/. je dis qu'à chaque valeur de u correspondra une et 
une seule valeur de zi c'est ce qui résulte de la théorie des 
équations différentielles -p. I27^: -; est défini par la condi- 
tion de s'annuler pour u — ^ o et de satisfaire à l'équation 



;7^ = jV Vt;:--3ini-3H- — t)(I« — ^)- 

La fonction :; ne pourrait cesser d'être monodrome qu au- 
tour des points pour lesquels w = a, p, y, o, oo. 

Supposons z voisin de a; si Ton pose 5 = a -4- ÎJ^, on a 



Quand :; = a, on a IÇ = o ; or, quand u varie de manière que 
;; reste dans le voisinage du point a, ^ reste monodrome;" 
en est donc de même de la fonction z. Si z est très grande 

posons ^ = -py Téqualion différentielle qui définit :; deviendra 

Quand z est très grand, ^ est très voisin de zéro ; par sui t^ 
!^ est fonction monodrome de w, et il en est de même d^ 
lorsque cette variable reste très grande. 

A chaque valeur de .3 correspondent une infinité de vale*-"' 
de w, à savoir /w< W| -4- m2t02 -ucim^ Wi -f- m2W2-h A — 
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ni\^ m^ désignant des nombres entiers tout à fait arbitraires. 
Si l'on fait alors z =/(u), on aura 

/( m, (o, -^ /nj a>, -f- a ) — /( u ), 
f(ntiOii-^ miWj-H A — u) ~/(w), 

W| et (1)2 sont ce que l'on appelle les périodes de la fonc- 
tion /(w). 

Si Ion mène dans le plan deux systèmes de droites parallèles 
à des distances C0| et co^ les unes des autres, on décomposera 
le plan en parallélogrammes de côtés o)| et C02; ces parallélo- 
grammes seront dits parallélogrammes des périodes. De ce 
qui précède, il résulte que : 

i" Dans chaque parallélogramme despériodesy la forte- 
tionzz=zf(^u) ne passe que deux fois par la même valeur; 
car, en négligeant les multiples des périodes, on a, pour 
uf^e même valeur de z, deux, et seulement deux valeurs 
^^ M, à savoir uetA — w ; 

^° Que la fonction f{u) est partout monodrome et mono- 
gène; 

^^ Puisque, pour chaque parallélogramme des périodes, 
^"^ passe deux fois par la même valeur, elle a dans chaque 
P^fallélo^ramme deux zéros, à savoir o et A] 

4" Elle a aussi dans chaque parallélogramme deux 

^ Un d'eux est Tune des valeurs de l'intégrale 



f 



. - - — ^ = = a; 





'""ti-eestA — a. 

'^^* On peut vérifier que la fonction f{ u ) passe par toutes 
^^ ^^<ileurs deux fois, dans chaque parallélogramme des 
'''^^<^des. 

^^ effet, si l'on considère Téquation 

/(a) — a = 0, 
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on obtiendra le nombre de ses racines diminué du nombre de 
ses infinis en calculant Tintégrale 

f(u)du 



I r f(u)du 



prise le long d'un parallélogramme des périodes ; or cette 

intégrale est nulle; car ^{ — , étant comme /(m) double- 

ment périodique, prend des valeurs égales le long des côtés 
opposés d'un parallélogramme des périodes. Deux côtés 
opposés étant parcourus en sens contraire fournissent donc V 
des éléments qui se détruisent : on a donc V = o; donc le 
nombre des racines de/{u) — a = o est égal au nombre des 
infinis de y(tt), c'est-à-dire égal à deux. c. q. f. d. 

Remarque. — La fonction z àe u définie par l'équation 

Gdx 






{i}(x-Y)(ar-8)(ar-e) 



OÙ e est une nouvelle constante, n'est pas monodrome, comme 
on le verra plus tard ; ce l'ait sépare nettement les intégrales 
elliptiques des autres intégrales abéliennes, telles que w, ou 
d'une l'orme plus compliquée. 

III. — De la fonction sinamu on sna. 

La fonction sn u^^z est définie par l'équation différa *^' 
tielle 

(I) ~ = Ai--3*;(i-"Tr^), 

avec la condition z =o pour // ^ o, ou par la formule 

dz 



r dz 

1 V\i-^'){i-^-'z^) 



THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. IQl 

propriétés découlent de la théorie développée aux para- 
lies précédents. Si Ton pose avec Jacobi 



K= t -=Jâ== 



) 






ncore, en faisant dans cette dernière formule A*'^ = i — A:^ 



K- f'- ^1 



es intégrales prises le long des lacets relatifs aux points 
'ques seront données par le Tableau suivant : 



Le point 


-T- 1 


fournira 


la valeur 




I 

1 




» 




' k 

I 




»> 


)i 


A 




» 



2K, 






- 2K, 






2K-4-2KV - 


I, 


-2K 


2KV 


•i; 



;e qui concerne les points critiques -+- 1 et — 1, cela est 

Fig. 7. 




lent. Pour calculer la valeur de l'intégrale relative au 
'l (lu point T {Jig- ")> on remarquera que le contour 
né qui se compose des lacets successifs du point v et du 
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point I est équivalent au double lacet abc : ainsi, en n^écri- 
vant pas, pour abréger, la fonction à intégrer 



r-»/'-/*- 



'2 

•■-'0 «-'0 «-'1 

d'où 

1 



2 Ç =2K-h2KV--l. 

• 

Donc : 

1** La fonction snu est monodrome et monogène, 

9.^ Elle a deux périodes distinctes 4 K e^ 2 K' y — 1 . 

3° Elle a deux zéros dans chaque parallélogramme 
des périodes, à savoir o e^ 2 K. 

4" Elle y a deux infinis; Vun d^eux ol est donné par la 
formule 



-* dz 



» 

où 

dz 



•2 a 



/_■ 



V/(I— >3*)(l — X-*.5«) 



On peut supposer que Tintégration s'effectue le long de la 
droite \V\\ passant en O et peu inclinée surO^; on peut rem- 
placer celle droite par les deux lacets situés au-dessus d'elle 
et par une demi-circonférence de rayon infini ayant HH' pour 
diamètre, qui fournit une valeur nulle de l'intégrale; on a 
donc 

2 a — 2 K H- 2 K' y/— i-T-2K = 4K-i-2K' /-^» 
d'où 

a = 2 K H- K' / — I . 

Les deux infinis sont alors 

2K-1-KV-» et 2K-(2K-+-KV^) = — KV—i^ ou KV^- 
5° On a aussi par définition de K et ¥J 

snK = i, sn(K-i- K'/— = T.» 
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6" On a 

sn(— m)= — sna, sn(2K — a)=sna. 
^" Si, dans la formule 

_ r^ dz 



) 



on pose ^= 7— > on trouve 






c'esl-à-dire 



a = 5t 






z désignant un infini ; on en déduit 

dy 






ou 

sn(a-M)=±:^= ,— = 



^^ A'siiu' 



si l'on fait a = — K' v/ — i , par exemple, on a 

sn(KV--^-»- w) = — 1 ; 

il faut adopter le signe 4-, parce que, pour u = K, on a 

sn(K-+-KV^)= i^ 

donc 

sn(±KV^-Hw)= ,-^ 

^ ^ ^ A' SD u 

IV. — Sur les fonctions cnu et ànu. 

On pose en M = ^1 — sn^w; mais cette définition est insuf- 
fisante, tant que Ton ne précise pas la valeur du radical qu'il 
L. — Traité (T Analyse, IV. i3 



I 
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faut adopter; si l'on suppose que Ton prenne cno= r-it 
cnu sera bien déterminé dans toute portion du plan ne coih 
tenant pas de point u, tel quesn£i = i ousn££ = x. SisDir 
devient égal à i , on peut poser ££ = K + ii', et Ton a 

5n(K-5- U) = sn(2K — K — u')= sn(K — u'); 

la fonction sn(K. -^ u) est paire et peut se développer soos 
la forme i -^ A m'=* — On a alors 



pour sn</=i, ii'=iO^ cnu reste monodrome par rapport 
à u' et, par suite, par rapport à f/. 

Si sn tt = 00, on peut supposer, par exemple, u = K'y — i ; 

faisant alors en </ = -» sn£^= - > on trouve 

w 
V = 



/w* — 1 



On voit que v est fonction monodrome de u quand w = o, 
donc en £/ est fonction monodrome de u quand sn£« = x. 
Nous arriverons aux mêmes conclusions par une autre voie. 
Nous poserons aussi 



dna = v^i — A* su* a, dno = — i 

et l'on verra, .comme on Ta fait pour la fonction en//, que 
(\nu est monodrome, même lorsque sntt=T;en posant 
u = K' Y — I -i- u', alors 

dnw = i/i — /»^sn(KV— i-r- W } = i i -— , = ^ ; ; 

\ sn*u sna' 

inu est monodrome par rapport à lé quand u' est très petit, 
et par suite, par rapport à u. Donc, etc. c. q. f. d. 

Reprenons la formule 



_ r ^z- 



k^z^) 
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^^l^ = snl/, yi — w- = cnM, y/i — /{'Z' = dnu. Soit Wq la 
râleur de Tintégrale quand z suit le chemin rectiligne Oz. 
1° Si l'on suit le lacet -h i et le chemin rectiligne, on aura 

M = 2K — Mo; 



enu = v' 1 — z-^ revient en z avec la valeur primitive changée 

de signe, dnM = y'i — k'^z- revient avec sa valeur primitive : 

donc 

Isn(aK — Mo) = snwo, 
cn(!iK — Mo) = —en Mo, 
dn(2K — Mo) = dnuQ. 

2** Si ron suit le lacet + j> " prend la valeur 

a K -*- 'iK' y/ — 1 — Mo, 



cna = V 1 — z^ reprend sa valeur initiale à l'origine, mais 
dn II = V' — A^^-3^ change de signe, et Ton a 

/ sn (2K -f- a K' /— I — Mo) = sqmo, 
(a) < cn(2K-t-aKV — i — Mo) = cnMo, 

( dn(2K-+-aKV— ' — "0) = — dnMo. 

3** Suivant deux lacets — i et + i , puis le chemin recti- 
ligne, u prend la valeur 4K-:- ei, en;/ et àx\u reviennent en 
dernier lieu à l'origine avec leurs signes primitifs, et l'on a 

I sn(4K-4- Mo) = snMo, 
[3» « cn(4K-f- Mo) = cnMo, 

( dn(4K-+- Mo) — (inMo. 

f' Suivant deux lacets — -, et 4- t et le chemin rectiligne, 
jn est conduit aux formules 



sn 



(4K-4-4KV— * -^ ^^) = snMos 



r 
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ou, en vertu des formules précédentes, 

( sn (4KV— I -»- Mo) = snoo, 

(4) * cii(4KV— I -^ «*o) — cnwo» 

' dn(4KV— I — «*o) = dnoo. 

5** En suivant les lacets i et j et le chemin reclilign 

trouve 

i sn (aKV — > -^" «*o) = snwo, 

(5) ' en (aK'/— < -^ «*o)= — cnwo, 

' dn(aKV — i-4-i«o) = — dnwo. 
D'ailleurs on a 

sn^^ — II) — — snii, en — u = cna, dn — « — dni/ 

car, quand z se change en — 3, u se change en — w, 
on conclut de (3) que 4 K. est une période des trois fonct 
mais, en changeant dans la formule (i) i/o en — Uq 
observant que dni/o = dn( — i/q)» on a 

dn(aK-^ Wo)= dnuo; 

ainsi aK est une période plus simple de dnu. 

En vertu de (4), 4l^'v — * ^^^ ""^ période des trois 1 
lions, mais aK'y' — i est déjà une période de sn//, et, s 

change Uq en — Wo dans (3), on voit que 2K -f- aK'y — 
une période de cnu, 

6** En résumé, 4K et iK.\l — 1 sont des périodes comm 
aux trois fonctions; mais elles ont individuellement 
périodes plus simples : 

sn II a pour périodes 4K et aK'/ — i, 

cnu » 4K et iK -h aKV— K 



dnu » aK et 4KV--i. 

^" Les infinis de snw, cnu, dnu sont évidemmen 

mêmes, à savoir K'y — i et aK -f- K'y — i. 

8" Les équations cnw = rt, dnM=:ti ont évidem 
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tant de solutions dans chaque parallélogramme des pc- 

es qu^elles possèdent d'infinis, c'est-à-dire deux; la dé- 

nstration de ce fait est identique à celle que l'on a faite à 

pos de l'équation snu=:a; en a et dnu en particulier 

t deux, zéros dans leurs parallélogrammes respectifs, cnu 

nul quand sni/= i, donc les zéros de cnu sont K et, en 

u de (2), K -H aK'^ — i ou, en retranchant une période, 
K- Pour trouver les zéros de dnx, on observe que 



sn 



(K_K'/=-ï)=^ 



^^o 



ne 



dn(K — KV— = ou dn(K-hK'v/^) = o 



dn(— K-hK'/=^) = o ou dn — (K-h K'/=l) = o. 

Le Tableau suivant résume les principales propriétés des 
iis fonctions : 





SQU. 


cnu. 


dna. 


Périodes . 
Zéros .... 
Infinis . . . 

1 


4K, îiKV I 
0, 2K 

aK-f-KV— 1, 
KV-i 


1 

4K, aK-f-2KV-i aK, 4KV-> 
K, K -^(K-+-KV 1) 

Id. 1 Id. 

1 

i 

1 



V. — Dérivéet de snu, en a, dnu. 



De Téquation 






On tire 



dx 
dû 



= /(i — ar»)u — A:*jr*) 
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ou 

(i) sn'u = cnudnu. 

Od a ensuite, en diiTéren liant 

CD II = v^i — sn*i/, 

, snusn'u snu , 

en u = ^ = cnudnu 

/i — sn»a CDU 

ou, finalement, 

( 1 ) en' a = — sn u dn II ; 

de même, en différentiant 

dnu = ^i — X'>sn*ii, 

on a 

, , X:' sn II sn' Il .. sn 11 , 

(In II = : = — A:» -j — en a dn u 

v/i — X»sn«ii anw 

ou 

( 3 ) dn' Il = — A:* sn II en II. 

Si Ton avait quelques doutes sur les signes des seconds 
membres des formules (i), (2), (3), on observerait que ces 
formules, ayant lieu pour de petites valeurs de w, sont géné- 
rales. 

Si Ton pose sn w = />, en m = gr, dn 1/ = r, on voit que les 
formules (i), (2), (3), donnent 



dp 
du 

du 

dr , 



du ^'■' 



du - - 'P' 



On a donc une solution des équations difTérentielles 
précédentes en prenant /? =^ sn( w -f- c), y = cn(a 4- c), 
q =1 àn[u -\- c)\ c e\, k désignent alors des constantes. Celle 
remarque sera ulilisée plus tard. 
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VI. — Résidus des fonctions elliptiques. 



Le résidu de snx pour j:= K'y — i, par exemple, est la 

limite de 

(x — K'v^ — i)sna7 



jpour w = K.'\f — I , ou de 



pour £ ^ o, ou, en vertu d'une formule du paragraphe pré- 
cédent, de 

A: sns 
lOQ de 



A' en s dos 



:C*csl-à-dire -. • 

Les autres résidus se calculent d'une manière analogue 

^and on connaît cn(K'y/ — i 4- e), dn(K'^ — i -+- s); nous 
iipprendrons à les calculer plus loin. 



VII. — Remarque importante. 

Les zéros et les infinis de sn^, cnj;, dn^ sont simples; 

eo eflel, on a trouvé 

sn'a: = cnârdnrr. 

îî l'on fait x = o ou x= 2K, on voit que sn'j? reste fini; 
onc les zéros de snj? sont simples; on verrait de même que 
eux de en a: et dnjr sont simples aussi. 
Cette même formule montre que, si snjr est infini, d'abord 

ijc = y^i — sn^j? et dnj? = y/'i — k^sn'^x sont infinis de 
léme ordre; donc sn'a: et sn^j? sont infinis de même ordre. 
apposons donc que snjr ait un infini d'ordre a, sn'o: aura 
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cet infini à l'ordre a + ■ et sn*:r de l'ordre ax; o 
avoir 



ainsi snx ne peut avoir que des infinis simples; it 
demmcnt de même des deux autres fonctions en 



VIII. — Discnulon rapide dei fonctioiu «Uîptit 

Il est naturel de cherclier à discuter la foDcli 
moyen de la formule 



»=r^ 



qui sert à la définir quand on y suppose k réel < 
que I. On voit que u et x sont de mêmes sig: 
varient dans le même sens, jusqu'à ce que ^ = ± 
de là, u cesse d'être réel quand x croit; x, c'est-l 
varie donc entre les limites — i et + ■ quand u v- 



-Ç ''^ à /■'_ 



dr 



-^'K" 



ces quantités seront désignées par — K et +K; 
que u ne puisse pas prendre d'autres valeurs, m 
une erreur analogue ù celle dans laquelle on tombt 
paruit de la formule 






pour définir le sinus, et ici il semblerait égalemen 
sinus dût varier entre — ^ et +7» mais l'arc sim 
en réaliié ces limites, parce que l'on admet que 
peut être ni - 
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radical, lui permet de changer de signe. Si donc on veut 
>uver la continuité dans l'arc sinus, il faut nécessaîre- 
snt prendre le radical avec le double signe. Nous ferons de 
léme dans la discussion de l'amplitude i/, et nous admettrons 
»rs que u continue de s'accroître, quand x décroît, le ra- 
ical changeant de signe; alors x ou snu va successivement 
repasser par la série de valeurs par lesquelles il était passé 
et Ton aura sn(K-h w)= sn(K — u)\ on a donc, en obser- 
vant que SDM = sn( — w), 

sn{K-ha} = — sn(ii — K) = sn(M — 3K) 

et, en faisant K -f- e/ = v^, 

suç = sn(i^ — 4K); 

et, par suite aussi, sn(^ = sn(ç' -+- 4K)= sn(ç' -f- 4'^*^.), 
en désignant par m un entier quelconque; 4^. est donc une 
période de snj? comme 2iz est une période de sin:r. hajig. 8 



Fig. 8. 




CQX 



ci'Contre représente assez bien la marche de la courbe^ = sno: 
pour A: <C I ; on y a joint les courbes y --= cnx, jr = dn j;. 
Lamé appelait snj? \xn pseudosinus , cnj? un pseudo-cosinus 
et dn^ un pseudo-rayon; cnjr a pour période 4K., mais aux 
a pour période 2K. La courbe ^v = cnj? ne diffère de^ = %ux 
que par sa position, et l'on acnj: = sn(K — x). 
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IX. — Ëqiiatioii d'Enler. 



L*équation saivante 



dr :±dy 



4 



<laDS laquelle A, B, C, D, E désignent des constantes, s'intègre 
bien facilement au moyen des quadratures, et, pour obtenir 

cette intégrale, il suffit évidemment d'écrire le signe / en avant 

de chacun des deux membres. Mais il est bien remarquable 
que rintégrale générale de cette équation, qui se présente 
naturellement sous une forme transcendante, peut se mettre 
sous la forme algébrique 



\ v^A^Bx-t-Cj-î— D-r»-+-Ex^-r-/A-hBj'-+-Cj^*-+-D^3H-E/* 

K désignant une constante arbitraire. Euler, à qui l'on doit 
celle découverte, est parvenu à ce résultat, dit-il, a quasi 
dwinando » ; et, malgré les progrès de la Science, on n'a 
d'autres méthodes naturelles pour y parvenir que celles qui 
sont précisément basées sur la théorie des fonctions ellip- 
tiques, que le résultat trouvé par Euler a pour ainsi dire fait 
naître. 

Richelot et Cauchy ont essayé de donner des démonstra- 
tions directes de la formule ( jâ), mais il est plus simple et plus 
naturel encore delà vérifier par la difierentiation après l'avoir 
résolue par rapport à K. 

Lagrange a intégré l'équation d'Euler d'une façon assez 
élégante, comme on va le voir, en la ramenant d'abord, au 
moyen d'un changement de variable, à la forme 

, , (Ir <ly 

(0 



puis, en posant 

vT^sincp, y = sin4', 
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à la forme 



(i bis' 



do d^ 



V^i — X:»sin»<p /i — A:* sin' tj; 
En égalant ces rapports à dt, on a 

I 

si Ton diflerentie ces deux équations par rapport à /, on 
trouve 

<^? _ A:«sin<pcos<p rf<p d^^ _ A:*sin<j^cos^; <f{/ 

ou, en vertu de (2), 

= — X:'sin<pcoscp, -— ^ = — X:>sin<{;cos<{;. 



2Ç=/>H-gr, 2<^=/> — 7; 



-^ -r- -^ = - kU^nip ^ q), -^--^=-kH,n{p-q) 

d'où l'on tire 

^/? ., . d^q ,, . 

i i > -j^ = — A:' siDjD cosg, -j-y = — A* sinq cosp. 

Les formules (2) donnent encore 

(â)-(§y=*'(*'""i'-''°*'p) 

ou 

dj^-^^) dio-^) I 

^^ ^^ = -A:*(cos2«p~cos24/) 



' 




dt* 


Poso 


ns 




nous 


aurons 



ou 



dp dq I 

~dtdi^ -^*'[cos(/>-+-y) — cos(/>-^)] 
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OU enfin 

dt dt f ^ 

De cette formule et de (3) on lire 
ou 

en intégrant, il vient 

log^ = logsingr -+- log6, '<^S^f = logsin/? -h loga, 
ou 

(4) -^=6singr, ^=a5in/>, 

a et 6 désignant des constantes; on en déduit 

a sin/7 dp = b sinçr cfçr 

ou, en intégrant et en appelant c une constante, 

( 5 ) a cos/> = b cos gr -4- c. 

Les équations (4) donnent, en remplaçant p et /jr par leui 
valeurs, 

^^ — - = 6sin(cp-6), — ^^^ = a sin(<p -+-•{.) 

ou 

(G) /i - X:*sin-çp -+- y/T — A-*sin*i}; = b sin(<p — i{;), 

(7) v^i — A:*sin*Q — /i — A-'sin*t{^ = a sin(o -r- <};). 

D'ailleurs, entre les constantes a et 6, on a la relation 

«6 = — A*, 
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ainsi qu^on s^en assure en roullipliaDt 6 ■ et 7 membre à 
membre. La formule (5 » peut s'écrire 

(81 a coi(z> — i . = fc ce»* z — i — r. 

Désignons par p. la ^-alenr que prend ^ pour «^ = o : les for- 
mules (6), (7 », (8) donneront 

I v^i — X-*in*a — 1 = 6 «in ul, 

^ 9 ' * V^'i — X-sin-a — 1 = a fin a. 

1 a C05 a — b co* a = c. 

Remplaçons dans (8) a, 6. c par leurs valeurs tirées de • 9 . 
nous aurons 



%/i — X:*sin*a — i . \ i — X-^fin-tx — i 

-. COSf s — Ci : : CO*' S — - 

SID Ji. ■ . . 5in tx 

V^i — it*sin*'j. — I 11 — X* *in* a — 1 

= : = COS 14 : -■ COS U 

siofi sio;j. 

ou bien 



(loi coso cosi — sio s sioi ^1 — X* *in' a = cos jx. 

équation célèbre et que Ton interprète facilement en obser- 
vant que, si Ton pose 



cas M = — 1' I — /r'sin'îi. 

o, i, p. seront les côtés opposés d'un triangle sphériquc dont 
Tangle opposé â p. sera M. 

Si l'on change '} en — i, on voit que 



co5ocos4'-r-sinosin4'/i — X'sin'ji = cos|i 
sera une intégrale de 

do d'I^ 



V^i — X*sin*5 ^^i — k^sin^l 



- =0. 
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X. — Addition des fonctions elliptiques. Méthode de Lagrange. 

Je suppose que Ton soit parvenu à intégrer sous forme 
algébrique Téquation 

d.r dy 

si Ton pose x = sni/,^= sut', une intégrale de cette équa- 
tion sera 



dx r^ dy _ 



const. 



ou 

a -h V = const.; 

soit 

^{x^y) — const. 

L'intégrale algébrique de (i), w 4- i' et o{x^y) étant con- 
stants en même temps, on aura 

OU 

u — V - F[cp(sn M, snv;J, 

et la fonction F sera facile à déterminer en faisant r = i>, par 
exemple; on pourra donc calculer u -\- v en fonction de snu 
et snç^, et Ton obtiendra diverses formules suivant la nature 
(le la fonction <p que Ton aura trouvée ; toutes ces formules 
devront évidemment rentrer les unes dans les autres. 
En posant x = sincp, j^ = sin'jy, la formule (i) devient 

et Lagrange a trouvé, pour Intégrale de cette équation (p. 2o5 ), 

coscp cos'^ -h sincp sin^J; v/i — A^siii^jA = cos(x, 
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K désignant la constante d'intégration; cette intégrale, en 
éprenant x eX. y pour variables, de\'ient 

cnuciK^ — snu snv dnu = cnfx, 

\L est la fonction à^ u-rv qu'il faut déterminer^ or, en fai- 
sant £/ =0, on a 

cni^ = cnfx, 

\ donc jx = 1/ -h i^, et Ton a 

(2) cnucnp + snusn(^(lD(u — v ) — CD(a -r- v ). 

Si à cette formule on adjoint les suivantes 



en 



( a -^ p > = ^1 — sn*< u -r- V }. 



ân(u-r'V)= v^i — A'sn*( u — v), 
on obtient des formules qui donnent 

sn(u-r-v), dn(u-r- v), cn( u-^ V }. 
qui sont 

/ , sn II ont' dni' -H SDi' on f/ rinf/ 

sn(u-^v)= — ; 

I — A:*sn-asn-v 

, , en u en y — dn w dnr «nz/snv 
(3.) < cn(u-^v)= 



dn(a-+- ç) = 



1 — X:*sn*M sn-v 

dn M dni^ — X'«nM snv en u en f 
I — A^sna'sn'i' 



et que nous retrouverons dans le paragraphe suivant. 

Ces calculs sont compliqués et laissent subsister quelques 
incertitudes sur les signes que l'on doit adopter. Abel se 
borne à vérifier les formules précédentes dans son exposition 
de la Théorie des fonctions elliptiques. Voici comment : 
appelons f le second membre de l'une quelconque de ces 
formules; il vérifie que Ton a 

àf ôf 

=0, 

ou ôv 

ce qui peut s'écrire 

d( f, U-r-V^ 

— '— = O. 

ô{ u, V ) 
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Il en conclut que les seconds membres de ces formules sont 
fonctions de 1/ + (^ ; puis, faisant dans le second membre de 
la première, par exemple, (^ = 0, il trouve qu'il se réduit - 
à sni/; Il en conclut que ce second membre est égal 
à sn(i/ H- ç). 

Dcspeyrous arrive assez rapidement aux formules (3) en 
remarquant que, en multipliant Téquation (1) par 

v/( I — jr« )( I -- A«X«) v/(l — ^)(| — k^yt ) 

son premier membre devient une dlfTérentielle exacte ; alors 
rintégrale de cette équation se présente sous la forme 

I — k*x^y* 

ce qui fournit Immédiatement la première formule (i), mais 
ces procédés sont tous longs ou détournés. Nous établirons 
ces formules d'addition par la méthode de Clebsch qui, à 
cause de sa grande généralité, nous sera utile dans dWtres 
circonstances. 

XI. — Méthode de Clebsch. 

La méthode de Clebsch repose sur le théorème d'Al)el 
(p. i54) : coupons la courbe 

(i) y = ^i — x'-)ii — k-ix^) 

par la parabole 

(7.) y = i -h ^^x -h oLx^'y 

si Ton appelle (^i, Ji)> (^2y ya), {^^z, yz), (^4,^0 les coor- 
données des points d'Intersection, en vertu du théorème 
d'Abel, on doit avoir 

dXi dxi dxz dxi, 

( )) 1 ! ! =0, 

Y\ yt yi 74 
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ir ici ly est la dérivée relative à v du premier membre de ( i l 
Tan des poiots d'intersection des courbes [i s \ï) a pour 
ordonnées o et i. La formule (3; se réduit alors, en sup- 
»sant ^4 = 1 , 2:4 =: o, à 



1(4) 



on a 



dTx djTm djTi 



yi 



Jt 



.'* 



=: O 



^Jr, 



djTf 



dr. 



• I. 



[Posant alors jri=sna, jTj^snt, x, = snc. cetîe formule 
donne 



(5) 



da — db — de = o: 



or Xi^ x^, X3, X4 satisfont à Téquation 



ou 






o. 



On en tire 



(6) 



Jr% = 



Xi Xt Tj = 



% =■ 



93 



o 



A^ 



a3 



A î - TÎ 

Ti-^Tf-^ X^ 
XiTiXt 



On a aussi 






ou 



n^t — ^1^1 = X, — ar, — 2X, Jr,(ar, — x, > 
ou, en vertu de la dernière formule (6), 



Xj = 



^f 



c'est-à-dire 



xjji— V5X1 
sn'a — sn-6 



L. — TrcLÙé d'Analyse, IV. 



«4 
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mais, en vertu de (5), 

de ^ — da — db, 

ou, en appelant G une constante, 

c = G — a — 6 ; 
on a donc 

sn'a — sn'6 



sn(G — a — b) = 



sn 6 en a lin a — snacn6 dn6 



Pour déterminer G, il suffit de faire — a=b\ on a alo 
snG = o, et Ton peut prendre G = o : on trouve ainsi 

, , ^ sn«a — «n'6 

su a en 6 un 6 — sn 6 en a un a 

Multipliant haut et bas dans le second membre par 

sn a en 6 dn 6 + sn 6 en a dn a, 

le dénominateur devient 

sn*rt en'6 dn'6 — sn'6 cn'a dn'a 
ou 

sn»a(i— sn*6)(i — A* sn'6) — sn'6(i — sn*a)(i — A« sn*a) 

ou 

(sn'a — sn'6)(i — A* sn*a sn'6); 

cl l'on a, toutes réductions faites, 

?>x\a cx\b fin 6 -f- snft en a dna 



sn(a -f- ^) = 



I — A* sn*a sn'6 



Telle est la démonstration la plus directe que Ton connais 
de la formule d'addilion des fonctions elliptiques. 

Celle formule, en posant sna = 5, cna=c, dna = 
snf^ = 5', cn6 = c\ i\nb ^= rf', peut s'écrire 

,. sc'd' -^ s'cd 
on en lire 
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>U 



>) 



st)(i -^ s'^) -4- s^s'^(i — X»5i )(i — x«5'i) -, 2ss'cc'dd ' 

(i — X:«5Ï5'î)* 

ou, ce qui revient au même, 

,^ en a en 6 — dnaânb^na snb 
=ten(a-+-6)= j- — -^ ; 



on prendra le signe -h devant le premier membre, afin que 
la formule ait lieu pour b = o. 

On calcule de même dn(a-h6) et l'on arrive ainsi aux 

formules 

, ,^ sna enô dnft d: sn6 enadna 

sn(aztb)= r^- ï ,i. ' 

' I — A-^sn'asn'6 

, . ,. ena en/v ni dna dn^ sna sn^ 
cn( an 6)= -.- — :: -, > 



ân(a±b)=z 



I — Â' sn*a sn*^ 

dna dn^ — k^ sn a un ù en a en fj 
i — /:* sn'a sn*^ 



XII. — Nonyelle méthode. — Théorème de Poncelet. 



Soient O et O' les centres des deux cercles {Jig> 9), soi^ 



Fig- 9 




PP et QQ' deux tangentes infiniment voisines au cercle O'; 
soient R et r les rayons des deux cercles O et O' ; soient enfin 
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^ = .^^, ^ = îi.»,, 00'= a. Les triangles MPQ cl MP 

donnent 

PQ _ MP 

P'i^' "" MF 

ou 

/ 1 .^ 

r/ï> _ \ O' P' — r« _ /R'-^g'-r-aRacosa^. — r« 

5ït "" > =-! ' "" V^ R»-Ha*-4-2Racosao— rî* 
^ \0'P — r« ^ 



si l'on fait alors 



(1) 


4Rg 


— k* 


(!<-,-«)*- 


r»-^' 


on aura 






(i) 


^5 


^<;. 



Il résulte de là que, si sur la figure on trouve une relali( 
finie entre les angles ç et ^, ce sera l'intégrale de (2), et \\ 
aura ainsi un nouveau procédé pour intégrer la formule (2 
Or on a, en projetant le contour O'OPM sur O'M, 

a cos(9 H- '}')-+- R cos(<5^ — ç)= r 
ou 

(«H- R)coscpcos<j^ -»-(R — a)sinç sin^ = r 

ou encore 

(3» cosîp cosU/-h ( V. )sin9SinO=ïT 

^ ' * ^ \K-T-fl/ * ^ R-r-a 

De la formule (->.) on tire 

(4) r % _^? r'^--=i^= r^_ ^ ^?^ 

[JL désignant la valeur de o pour J/ = 0; on conclut de là qu< 
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si l 'on fait •!» = o dans « ■} •, 



~*:'=K^' 



/ R_oa_rS 



SIO 

Ha R — <,5_rî 



I — k* sio* îi = I — 



K— <2*— r* h — -j- 



_ _ 4Rq _ R — g î 
- ■ . K — a ^ ~ ' R^r:S ' " 

el la formule (3 » s'écrit 

C059 co*4' ^= % I — 4- ?ifl- -J- *ia 5 *ia 6 = ç :•* ;a, 

résultat déjà obtenu i p. 20S . Jac»>Lî. à qai Ton doit la mé- 
thode précédente, en a déduit la démonstration d'un théorème 
curieux de Poncelet. La formule 4 • p^ot s'écrire 

en changeant ^ en 7| et y en ç*. ou encore en posant, pour 
abréger, 

dm = ^ T I iha — 1 rfw = / dvs. 

Ji — k^^xu^-^ J* -» J% 

Supposons que par le point P' on mène une tangente W 
au cercle r, soit P^ le point où elle rencontre le cercle II : par 

le point P^, menons encore une tangente P*P^ au cercle r, 

et ainsi de suite; soit -jr- = 2:^1. ^r- = 2^;. — , nous au- 
rons les formules 



•X 



<5) 



1 </»jff — 1 d^ = I dm, 
*- • • • •- * 

/•r» /•rî /•':*• 

I <fe — I dm = I i/w, 






* « •- » 
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et, en ajoutant, 



(6) 



dw — I rfm = (/i — i)/ drst 



OU encore 

é/nr = const. 



/' 



Supposons que le polygone PFF'. . . se ferme : alors on aura, 
par exemple, a^jj^ = 2Çi -h a/??:, p désignant un nombre 
entier ou <fn=z tf^^pTz; la formule précédente donnera 
alors 

f dm = const. = / 



dfs, 

9i 



é/cT ne dépend pas de ^i ; 

T. 

la condition pour que le polygone se ferme ne dépend donc ! 
pas de Çi. Donc, si ce polygone se ferme pour une position \ 
particulière du point P, il se fermera quel que soit ce point. 
C'est en cela que consiste le théorème de Poncelet. Il peut 
s'énoncer comme il suit : 

Si un polygone de n côtés peut être à la fois inscrit et 
circonscrit à deux cercles, il existera une inji ni lé de poly- 
gones jouissant de la même propriété. 

Ce théorème est évidemment projcclif, et il subsiste, par 
conséquent, quand aux. deux cercles on substitue deux coniques 
quelconques. 

Le théorème de Poncelet est lui-même un cas particulier 
d'un autre théorème beaucoup plus général également trouvé 
par Poncelet, et que Ton peut énoncer ainsi : 

Si les divers côtés dUin polygone touchent une co- 
nique et que tous ses sommets moins un décrivent une 
autre conique, le sommet libre décrit une conique {voir 
Chap. VII, § 6). 
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XII. — Intégration de l'équation dy = 



r 

En cherchant les équations diflFérentielles auxquelles satis- 
font snx, cnx, Anx, . . . , on trouve que 



(2) r = cnx, ...,g=_A-'^^i-^«)(i^-|i^'«) 

(3> jK^ dnx, ...,g = -Ay(,-^«)(g-.), 



(^> ^'=iifï' •••'£=- V^"--^^K'-S) 



^^> •^=H^"-"S= V^-^'-'K'-^î^-^') 



(7) ^ = 



> • • • » 



dnjT c^ 



^= /(^'-iK'-AV), 



Ceci posé, s'il s'agit d'intégrer l'équation 

dy 



on la ramènera à l'un des types précédants et l'on en aura 
immédiatement l'intégrale; ainsi, par exemple, si A, A', 
B, B' Z> o, on écrira 



dy 
dx 



(î-^\/(- !?)(-¥) 



et Ton posera 
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on aura alors 



= »B.V^, (.-... (.-|^..) 



B' \ 
Supposons, pour fixer les idées, -^ < i-; on le posera éi 

à /^*, el l'on aura 






par suite, en négligeant une constante, 

z = iB(r /BV\ .V = l/^ ln{r y/ÊÂ'). 

Les quelques difficultés qui pourraient subsister disparaître 
quand on aura lu le § 26 du Chapitre suivant. Dans ce pâi 
graphe, on verra comment on peut mettre sous la forme a -r 
les fonctions elliptiques dont la variable est imaginaire. 
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CHAPITRE VIU. 

THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 

ET DES FONCTIONS AUXILIAIRES. 



I. — Introduction. 

L'étude des intégrales elliptiques nous a révélé Texistence 
des fonctions monodromes, monogènes et doublement pério- 
diques. Lorsqu'une fonction possède deux périodes et qu'elle 
est monodrome et monogène, elle jouit par cela même d'une 
foule de propriétés curieuses qui en facilitent considérable- 
ment l'étude; ce caractère de double périodicité fait que la 
fonction en quelque sorte est condensée dans Tun des paral- 
lélogrammes des périodes, et il suffit de Tétudier dans cette 
portion finie du plan. Nous allons donc nous proposer de 
résoudre cette question très générale : 

Quelles sont les fonctions doublement périodiques mono- 
, dromes et mono gènes, et quelles sont les propriétés gêné- 
I raies communes à toutes ces fonctions. 

En nous plaçante ce point de vue très élevé, nous rencon- 
trerons les fonctions elliptiques et nous verrons leurs pro- 
priétés se dérouler avec une netteté merveilleuse. Nous sup- 
poserons une fois pour toutes que les fonctions dont nous 
aurons à nous occuper n'ont pas de points essentiels à distance 
finie. 

IL — Premier théorème d'Arithmétique. 

Etant donnés deux nombres quelconques a^ et a^, on 
P^ut toujours trouver des entiers m, et /n^, tels que 
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e désignant un nombre donné aussi petit que Von veut, 
mais fixe. 

En eflet, divisons a^ par a^^ soient |jL| le quotient et a^ le 

reste, moindre en valeur absolue ou tout au plus égal à -^; 

divisons a-i par aj, soient 2x3 le quotient et a^ le reste, moindre 

en valeur absolue ou tout au plus égal à -^> etc.; on aura 

a, — iiiaj — «3, 



d'où Ton tire, en éliminant a), ai, . . ., ^ir, 



mi et /W2 désignant deux entiers; or as < — > ^4 <C — y • • •' 

donc «3 < ^, a» < Y' • • M «/i+i < .]^,; ««+• peut donc 

être supposé aussi petit que Ton veut, ce qui démontre le 
théorème énoncé. 

Dans les Traités d'Algèbre on démontre aussi ce théorème 
au moyen de la théorie des fractions continues. 

III. — Second théorème d'Arithmétique. 

Si Von considère les quantités 

'" j 

l l/i-hl— liffli-r- /jZ/Jj-i-. . .-4- Ifi^nj 

au nombre de n — i , a, , a^? • • • ? ^//> • • • ? i\i • • • ? In dési- 
gnant n(n — \) quantités quelconques, on pourra toujours 
choisir les entiers /7î|, m^, • . . , mn^ de telle sorte que l'on 
ail à la fois en valeur absolue 
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Pour le démontrer^ nous observerons que le théorème 
énoncé vient d'être établi en supposant les quantités a„^ty 
bn+ii • • • réduites à une seule. Supposons donc le théorème 
démontré pour toutes les valeurs de n inférieures à un entier 
donné que nous appellerons n, et cherchons à l'établir pour 
le nombre n lui-même. Comme il a lieu pour n = i , il sera 
démontré d'une façon générale. 

L'une des quantités / au moins devant être différente de 
zéro pour que le théorème ait lieu, supposons l„^o : nous 
tirerons du système (i), en éliminant /tI/,, 



D'après notre hypothèse, on pourra toujours choisir les /i — i 
nombres entiers /7i|, //Zj, . . ., mn-x-, de manière à satisfaire 
aux n — 2 conditions 






(2) û/i+I — 'n-¥-l-jf-9 à„^i[ — /yj-n -j-j ...<<0, 



o désignant un nombre aussi petit que l'on voudra; d'un 
autre côté, on pourra, quand cela sera fait, déterminer mn 
de manière que l'on ait (en valeur absolue toujours) 

-y— OU -- mi-+- j- /n,-f-...-4- -j— mrt_,-T-mrt< -; 
«/i •« */» «» 2 

il suffit pour cela de prendre pour nin l'entier qui se rap- 
proche le plus de 

(il U . In-y \. 

— ( 7- '^i -^ 7- nii-h-...- , — /n„_i I , 

■. '/i */i *« / 

mais alors les formules (2) donneront 

2 'Jt 
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« 

0, 0', ... désignant des nombres compris entre — i et -r lî 
on en déduira 

Mais, étant aussi petit que Ton veut, on voit que l^on pourra 
toujours faire en sorte que l'on ait, sinon 

O/i-Ht < — y ^m-\-t < — > • • • > 

2 2 

au moins 

2 2 

ou, ce qui suffirait pour notre objet, 









si Ton voulait ne pas accorder cette dernière conséquence. 

Ceci posé, on pourra toujours déterminer les nombres 

entiers m'.^, /n!,, ..., fn\^^^, de telle sorte que, si l'on fait 

««4-î = '«i ûfî -T- m'a a, -i- ... -h m'^ an -H /w'„+| a^^i , 

«..••.,, 

In-hi = rn't li -h m', i^ -4-. . .-t- m;,/„ -H /n'„+, /«^j, 

on ait an^2<C. -j «//+n />>ai+2< j ^/i+2î • • • "» cela fait, on 
pourra, en posant 

««4-3 ~ '^a^n -f-. . .H- /w,i+jût/n-j, 



'/I4-3 — ''*3 '3 -i-. . .-r- //1/I + 3 t«4-3» 



2 



faire en sorte que ^,,^.3 <C ^ «//+2 7 ^w+3 <C t 6/1+2? . - . , et ainsi 

de suite. Or les nombres a,i^ij cin^2j ^«+3? • • • décroissent 
plus rapidement que les termes de la progression dont la 

raison serait ^; ils tendent donc vers zéro, et l'on peut poser 

pour i suffisamment grand 
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Orar;,^, est une fonction linéaire à coefficients entiers de ^i, 
^2, . . ., afi', (le même <2/,^.2 est une fonction linéaire à coef- 
ficients entiers de ai, a^, ..., a^^i, c'est-à-dire de ai, 
O2, . . . , a„, et ainsi de suite; on peut donc poser 



a/= M|a|-H MiO^-i-. . .-h MnOn^ 
bi = Mi6| -h Mî6j -4-. . .-h Mnbfi, 
> 

// = Ml /l -h Mj /j -t- . . . -f- M„ Iny 

M,, Ma, ..., M„ désignant des entiers et a/, 6/, ... des 
quantités moindres que e, ce qui achève la démonstration du 
théorème énoncé. 

Mais, avant de tirer des conséquences de notre théorème, 
faisons observer qu'il pourra arriver que l'on ait à la fois 
plusieurs relations, telles que 



(3) 



niibi -h mj6i -+-. 



ninan = 0, 
.-h ntabn = o, 



il est facile de prouver alors que ai, «2, . . . On, s'expriment 
en fonctions linéaires à coefficients entiers de n — i autres 
variables; pour faire cette démonstration, on pourra sup- 
poser les a réels ou imaginaires de la forme a -i- ^ y/ — i. 

Soient en effet m[^ le plus grand commun diviseur de mi 
et de m2 et [X| , y.^ les quotients de nit et mj par m'.^ : on pourra 
remplacer la première formule (3) par 

( |Xi «, -4- [jLj (22 ) m', H- . . . -4- nia an=o 

ou bien, en posant 

(4) IAia,-Hfx,a, = a',, 



par 

(5) 



m j aj -4- mz aj -+- . . . nin cin = o. 



D^ ailleurs, |i.| et |X2 étant premiers entre eux, on pourra tou- 
jours trouver deux nombres entiers v, et Vj, tels que 



fXiV, — V,fX, = I, 
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et, en posant 

v,ai-4-v,a, = a\, 

les valeurs de ^i et a^ tirées de cette équation et de (i) 
seront des fonctions linéaires à Coeflicients entiers de a\ 
et «', ; mais, par un procédé analogue, la formule (5) se 
ramènera à la forme 

D'ailleurs a,^ et a^ seront fonctions linéaires et à coefficients 
entiers de a', et d^une autre quantité a\; or ai et a^ étaient 
fonctions de a\ et de a^, linéaires et à coefficients entiers, 
donc ai, a^ et a^ sont fonctions de même nature de a\y(i\ 
et a,. En continuant ainsi, on arrive à la formule 

et ai, a2, a.-), . . ., a„ s'expriment en fonctions linéaires età 
coefficients entiers de a]^ a^^, . . . , a',_, et de a),. Or, a^ étant 
nul, il en résulte que ai, aj, .... a„ sont des fonctions 
linéaires et à coefficients entiers de a", , a^, . . ., a^_, et, par 
suite, ces quantités ne sont pas distinctes. 
D'ailleurs il est clair que, si Ton a 

on aura également, en appelant b\^ b\y . . ., b]^_^y ... des 
nombres convenablement choisis, 

f^i — //( b\ , b\, b''n_^ ), 

''Z • ■ //A ^ 1 > ^' 2 » • • • « '^/i - I '» 



C. Q. F. D. 

IV. — Ce que Ton doit entendre par périodes distinctes. 

Quand une fonction admet une période, elle en admet une 
infinité qui ne doivent pas être considérées comme distinctes. 



I 



[ 
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Supposons que co,, (Oj, . . ., iOn soient des périodes de/{z), 
il est clair que l'on aura 

/( Hli ta)i -4- m^ Ci>x -+- . . . — /ll„ «Urt -h 5 ) = /C 5 ), 

si /TZi, m^i . • ., nin sont entiers, et que 

sera encore une période. 

On dit que des périodes (i>|,(i>2, . . . sont distinctes quand 
il n'existe pas entre elles de relation homogène, linéaire et à 
coefficients entiers. 

Supposons qu^entre les périodes (0|, tOi, .... oy^ d*unc 
fonction y(^) il existe la relation 

(i) iitia>]-<- i7it(i>2 — — m^ts>„ = o, 

ntx^m^y . • . désignant des entiers non divisibles par un même 
nombre; soit m^ le plus petit dVntre eux pris en valeur 
absolue. Soient Ç29 Çs? • • • et r^. rj, ... les quotients et les 
restes de la division de m^j /Hj. ... par m%, (\) pourra 
s'écrire 

Wlt «1 -r- ( Iflf q% — ^1 ) <»î — " 'W 1 ^ j — ri)fa>%'- ... — o 

ou 

en posant 

^\ désignera alors une nouvelle période, el il esl clair que la^ 

est une fonction linéaire des nouvelles périodes 'Wi , *i^j, oi|, 

Wfl à coefficients entiers, en vertu de ('"}), ïraiu>ns l'équa- 

lion (2) conune (1), nous en déduirons une relation plus 

simple que (a), eomme (2) éuit plus simple que /'ly, entre 

de nonvelles périodes W|, »»„ w„ — , w«, et oi, sera encore 

fonction linéaire, comme wi , de ces nouvelle* |>ériodes, et ainw 

de suite. Mais les équations telles que ' /y %ont U/ujour» en 

se simplifiant; les coefficients finissent pî»r ^'évanouir, et 1 on 
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voit que, finalement, (0|, (o^, ..., co^, sont des fonctions 
linéaires, homogènes et à coefficients entiers d'uDC même 
période. A ce point de vue, les périodes considérées ne sont 
donc pas distinctes. 

V. — Impossibilité de deux périodes avec nu rapport réel. 

Une fonction monodrome et monogène dans toute 
détendue du plan ne saurait posséder deux périodes 
distinctes avec un rapport réel. 

En efl'et, soient lo et crio deux périodes de la fonction /^w) 
ayant le rapport réel a : alors, ni^ et m^ désignant deux 
entiers, micu-hmaaw sera une nouvelle période; or, a De 
pouvant être commcnsurable, sans quoi cj et aco ne seraieot 
pas distinctes, car il existerait entre co et aco une relation 
linéaire à coefficients entiers, on pourra toujours choisir les 
entiers m^ et m^ de telle sorte que 

et 

mod ( //i 1 w -^ /?i j a tii X mod e(o ; 

la période /;?, w -f- //i^rza) peul donc être pçise aussi voisine 
de zéro que Ton veut, et alors, en Tappelant a, on aurait 

/<>) -=f\ z -T- 3t) r^/, z -'■ aa) =. . .—/{z -r- /la), 

z désignant un point quelconque. 

Or, si la fonction /( 3) est syncclique autour du point r, dan? 
un contour fini tracé autour du point ^, Péquation 

aurait une infinité de racines, j: = a, 2 a, 3 a, . . ., ce qui est 
impossible. 

VI. — Impossibilité de trois périodes. 

Théorème. — Une fonction monodrome et monogène nc 
saurait a^'oir plus de deux périodes distinctes. 
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En efiet, soient tù^, cjs? ^3 trois périodes distinctes de la 
action /(g) : alors, mi, m2, /W3 désignant trois entiers quel- 

nques, 

ra une nouvelle période, car cette quantité ne saurait s^an- 
lier, (t>4, o>3, (O3 étant des périodes distinctes; soient 

j, = ai -H bi / — I , tiij = ai H- 6j v/— I , W3 = as -4- ^3 / — 1 , 

ûf^ = /?l| «1 -4- /Wj aj -+- /7I3 C[3 , 

6i = mi 6| H- mj 61 H- 7713 63 ; 



nouvelle période sera égale à a» + 6» y/ — 1. Or on peut 
ujours rendre (p. 218) a^ et Z^i moindres (ju^une quantité 
»nnée, en choisissant convenablement /W|, mj, ms; le mo- 
lle de la nouvelle période pouvant être alors pris aussi 
lit que Ton veut; en désignant celte période par a, on 

'^^^ /(^) =/(^ H" *)=/(^ "I" ^*) =• • • c^ l'équation 
z)=z/(z -i- x) aurait dans le voisinage du point s une 
(înité de racines :r = a, 2a, 3a, .... La fonction /(z) ne 
jrait donc être synectique autour du point z. 

c. Q. F. D. 

Nous verrons, au contraire, qu^une fonction non mono- 
orne peut posséder plus de deux périodes distinctes et 
^me un nombre quelconque de périodes. 

VII. — Périodes élémentaires. 

Etant donnée une fonction monodrome et monogène dou- 
îmenl périodiquey(.3) aux périodes w et xn, on peut toujours 
pposer qu'il n'existe pas de période û qui ne soit de la 
me mco-H/itj, m el n désignant deux entiers, car û ne 
irait être distincte de co et rs; donc il existe des périodes 
les que toutes les autres soient fonctions linéaires et à 
efficients entiers de celles-ci. De telles périodes sont ce 
î l'on appelle des périodes élémentaires. 
I existe une infinité de systèmes de périodes élémentaires : 
L, — Traité d'Analyse^ IV. i5 
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en effei, soient co el cr un système de périodes élémentaires; 

deux autres périodes 

0»'= aui ■+- bxDf 

a'u) ■+■ b'm, 



w 



a, i, a' y b' désignant des entiers, formeront un système élé- 
mentaire, sMl est possible d'exprimer co et m en fonction 
linéaire et à coefficients entiers de w' et nr'. Pour qu'il en soil 
ainsi, il faut et il suffît que ab' — ba'= dz i, car ab' — bd 
ne saurait diviser à la fois a, 6, a\ b'; en effet, a, fc, a!,!/ 

ayant un facteur commun a, — et — seraient des périodes qui 

ne pourraient pas s'exprimer sous forme linéaire à coefficients 
entiers à l'aide de w' et ts\ 

Théorème I. — Deux parallélogrammes élémentaires, 
c^ est-à-dire ayant pour côtés des périodes élémentaires^ 
sont équivalents. 



En effet, soient x 4-j' \/ — i et ^r'+y'y/ — i deux périodes 
élémentaires, 

a{x -\- y ^^^\) -^ 6(a:'-4-y /^) 
et 

a'{x-r-y)/^i)^b'{x' + yW~i) 

deux autres périodes élémentaires. L'aire du parallélogramme 
de ces dernières périodes est 



ax -7- ba 


p' ay -h by' 




a'x-i-b'x' a'y-^b'y 




h 


a b 
a' b' 


X 

x' 


y 

y 



; ^' y 

ce qui démontre le théorème. 

Théorème II. — Dans deux parallélogrammes élémcf* 
taires, la fonction /(z) passe le même nombre de fois p^^ 
une valeur donnée. 



Le théorème est évident pour deux parallélogrammes élt 
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nlaires ayant un côté commun, vu qu'ils se composent 
d'une partie commune et de deux parties égales, dans Tinté- 
■ieur desquelles la fonction acquiert manifestement des va- 
kors identiques. Pour démontrer le théorème, il suffira 
établir que l'on peut passer du parallélogramme ayant 
r côtés (i> et cui au parallélogramme ayant pour côtés 

et T7|, au moyen de parallélogrammes intermédiaires ayant 

cun un côté commun avec celui qui le précède et avec 

oi qui le suit. 

Soient donc w et Wi un système de périodes équivalent au 

tème Gj et Wi, en sorte que 

abi — bai = — i. 

r 

Fratiquons sur a et Oi l'opération du plus grand commun 
éiviseur et posons 

î 

b= btÇt-^àt, ^i=^i^î-h6j, ..., àn^i^bnÇn-hàn^ij 

Bons aurons 

w = ajoij -4-aiti>i, en posant (Uj = (u _|_^j(,)j^ 

fai-= biUii -+- ^ît»>i, 

t!j — ajCâJ; -+-04(03, (04= (02 -4-^3(1).,, 
> » 

CT, — 6/,a>/,-f.t -r- 6„-i-| (0/,. 

Or l'opërationdu plus grand commun diviseur conduisant à un 
reste nul, on peut supposer an+t=^o. De plus, a et a, étant 
premiers entre eux, sans quoi l'on n'aurait pas a6| — ba^^= liz i , 
il faut que a„ = \; enfin on a 

abi — àai= — («16, — 6|a,) = -+-(«163 — ^jaj) — . . . ; 
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donc bfi^i 
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I en valeur absolue, et Ton voit que l'on aura 



TÏT = t0„4.i, 



Wj = : - (*)« 



6«ci) 



n^n-*-i} 



w«-»-i = W/i-i-^7'i^«» 



ce qui démontre le théorème. 



, O), = W-f-Çlto),, 



VIII. — Propriétés générales des fonctions à deux périodes. 

Avant de nous inquiéter de savoir s'il existe des fonctions 
monodromes et monogènes possédant deux périodes, nous 
étudierons a priori les propriétés dont doivent jouir ces 
fonctions, si elles existent; ces propriétés, connues, nous 
guideront dans la recherche des fonctions en question. 

Théorème I. — U intégrale d* une fonction doublement 
périodique le long d'un parallélogramme des période 
est nulle (*). 

En effet, le long des côtés opposés du parallélogramme, la 
fonction reprend les mêmes valeurs; mais, comme ces côtés 
sont parcourus en sens inverse, les intégrales partielles rela- 
tives à ces côtés se détruisent. c. q. f. d. 

Ce théorème fondamental est de M. Hermite. 

Théorème II. — Une fonction doublement périodique 
a au moins deux infinis dans chaque parallélogramme 
des périodes. 

En effet, en vertu du théorème précédent, son résidu est 
nul, ce qui ne pourrait avoir lieu si elle ne possédait qu'un 
infini. 

Théorème III. — Dans chaque parallélogramme lafonc- 



(*) Il ne sera question dans ce qui va suivre que de fonctions mono- 
dromes et monogènes, ce qui nous dispensera de répéter sans cesse ces 
adjectifs; nous les supposerons également sans points essentiels à distance 
finie. 
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tion doublement périodique /{z) passe par tous les étais 
de valeurs, autant de fois qu'elle passe par V infini. 

En effel, le résidu élant pris à rinlérieur du parallélo- 
^amme, on a 

n désignant le nombre des zéros el v celui des infinis dc/{z ) ; 
mais, en vertu du théorème I, 

car îy-^ est doublement périodique, donc /i = v; mais la 

fonclion doublement périodique /(5) — « a les mêmes infinis 
que/(^); donc le nombre de ses zéros est /?, donc enfin /(5) 
passe n fois par la valeur a. 

Nous appellerons ordre d'une/onction doublement pério- 
dique le nombre d'infinis qu'elle possède dans un parallélo- 
gramme des périodes. 

Théorème IV. — La somme des valeurs de la variable z 
mur lesquelles une fonction doublement périodique prend 
ine même valeur dans un même parallélogramme des 
périodes est constante, 

£n effet, considérons les valeurs de z pour lesquelles on a 

f{z) = a ou /(z) — a=o, 

z) désignant une fonction à deux périodes, Tintégrale 

t égale à la somme des zéros diminués de la somme des 
finis de /(z) — a; soient donc t la somme des infinis de 
z)y el 5 la somme des valeurs de z pour lesquellesy(5 ) = a, 
a 

I rzf'( z)dz _ _ ^ 



^^f'-^'-dz 
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Soient ci> el w' les périodes de /(s), l'intégrale précédente 
étant prise le long d'un parallélogramme de côtés co, (o'^noas 
pourrons écrire, en appelant ^o un point quelconque, 

I ( /-^^"""r zf'(z) {z-^-i^'^f(z^i^') -\^_ 

mais/(;: + w) = /(^),/(5 + c.)') =/(;;), . .., donc 
^^/Zr^L ,/^ Az)—a J^^ /(-)-« J 



21: \^ — 
ou 



__ tu logî^— rr ; W logî^— 7- = 5 - îi 



mais/(3oH- <•>')= /(^«)» ^^^^ 

ï 



27: y/— I 



( to log I — w' log l)= S — <T ; 



mais log i est de la forme 9.m7:\/ — i, donc 



s — 7 =: truù -\- m' a>', 



m et m' désignant deux entiers. On a donc 



5 EL . J. 



Le signe i_ sera désormais employé pour exprimer une éçn^ 
lité dans laquelle on néglige des multiples des périodes. 

Corollaire. -.— La somme des zéros est donc égale à col ' 
des infinis quand on néglige les multiples des périodes. 



IX. — Des fonctions auxiliaires. 

Nous allons maintenant chercher à former de toutes piècCi 
des fonctions possédant deux périodes; de telles fonctions of 
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zéros el leurs infinis régulièrement distribués dans le 
et on peut les considérer comme des quotients de fonc- 
ayant leurs zéros régulièrement distribués, mais ne de- 
it infinies que pour des valeurs infinies de la variable 
I, p. 371). Voyons si de pareilles fonctions existent et 
;hons à les former. 

it h (x) une fonction toujours synectique, ayant ses zéros 
lièrement distribués dans le plan, comme ceux d'une 
ion à deux périodes co, w. Si Ton déplace parallèlement 
-même le parallélogramme des périodes, il devra toujours 
;nir le môme nombre de zéros et, par suite, l'intégrale 
Dte prise le long du parallélogramme en question 






i èlre toujours égale au même nombre entier quel que 
le point de ^o par lequel on fera passer l'un des sommets 
s parallélogramme. Intégrons donc le long du parallélo- 



Fig. 10. 



/ 



J« j'.-f'i» 



ime ayant pour sommets Xo, x© -h w, Xo -r w + cj, Xo -H w 
• 10) et écrivons que le résultat est égal à l'entier 1, quel 
soit Xo ; nous aurons 









'n satisfera à cette équation en posant 
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les constanles a et b satisfaisant à la relation 
(i) am — ^a>=2:ri/ — i ; 

si Ton intègre les équations précédentes et si l'on pas 
logarithmes aux nombres ^ on trouve 

^^ ( 0(arH-ro)=e(a?;e*'-»-^', 

a' et b' désignant de nouvelles constantes. Les fonctio 
satisfont aux formules (i) et (2) et qui ont leurs zéros 
bues comme ceux des fonctions à deux périodes s< 
que Ton appelle des fondions auxiliaires (*). 
Si Ton connaissait des fonctions et Qj satisfaisant 

formules, il est clair que ^ serait doublement périodi 

posséderait les périodes w et m; occupons-nous doi 
fonctions auxiliaires. 

Quand on change x en .r -f- w, la fonction e^'"^^ 
trouve multipliée comme la fonction par une expone 
dont Texposanl nAiox -I- Bto + Aco^ est linéaire; si d( 
pose 

ou 



a ^ a a' 



(3) A = — — , B=- — -, 

2UJ 2 0) 

la fonction 
sera telle que 

ou 

/{x 4- w) = e(a:)eA-^'-^B-^c =/(x). 



(^) M. Hermite appelle aussi ces fonctions doublement périodi 
troisième espèce. 
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On a ensuile 
OU, en vertu de la seconde équation (2), 

^ el /< désignant les constantes 

g — ikjsi -^ b^ A = A?ïy'-+-B?ïy-+-6'. 

: Remplaçant h par sa valeur tirée de (i) et A, B parleurs 
t valeurs (3), on trouve 

2 It, yj — I 



^ = — 



(U 



; la quantité h dépend de la constante arbitraire b\ si bien que 

Ton a 

I /(x-t-co)=/(ar), 

( /(a?-Mîj)=/(x)e «^ 

On voit donc que Tétude des fonctions est ramenée à 
celle de» fonctions 6 satisfaisant aux relations 

( e(a7-i-a>)= e(a:), 



-+- ny) = 6(a:)e 



» 



qui ne diffèrent de (4) que parce que Ton a mis la constante h 
ous la lorme c. 






L'étude de la fonction 6 sera plus simple que celle de la 
fonction 6, parce qu'elle renferme moins de paramètres, et 
aussi, surtout, parce qu'elle possède déjà une période o). 

Deux fonctions auxiliaires qui ont les mêmes zéros ne 
peusr'cnt différer que par un facteur de la forme e^'"^*^'"^ 
dans lequel A, B, C sont des constantes. 

Soient, en effet, 6 (j:) et 8, (x)les deux fonctions en question : 
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si elles ont les mêmes zéros, elles ont aussi les mêmes pé^ 
riodes w, t^t, et Ton a 

(j?-r- a>)r- (a:)e«Jf+* 
(ar — TïT)r^O (j?)c«''--*' 
0,(2T-^»o)=0,(x)e^-^? 
0,(37 -^-nT)=Q,(ar)ex-'-»-?'; 

on conclut de la première 

rflofrOTr -i- ci>) </Iop:0(jr) 






a. 



et les fonctions J^~ — -j " ^ sont doublement pé- 
riodiques, leur difTérence est donc doublement périodique; 
mais 0(j:) et 0,(x) ayant les mêmes zéros et pas d^infinis ne 
peuvent diflerer que par un facteur exponentiel e?^-^\ où ^(x) 
représente une série ordonnée suivant les puissances de x, 
c'est-à-dire une fonction toujours finie, excepté pour a: = x. 
Or la différence 

est égale à o"[x)\ celle fonction est doublement périodique 
comme ^{x) et a ses infinis, c'est-à-dire ne devient jamais 
infinie; donc elle se réduit à une constante 2 A, donc c(x) 
est bien de la forme cp(x) = \.x^ -f- Bjt -+- C. 

C. Q. F. D. 

X. — Développement des fonctions auxiliaires. 

Nous voilà donc ramenés à trouver une fonction satisfaisant 
aux équations 

— '.r+r) 

(•2) e(a7-f-7n) = e(a7)e *^ 
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m La fonction 6, devant être synectique dans toute l'étendue 
M du plan et devant posséder la période co, si on la compare à 

Ê Ja fonction ^ = e *^ , sera une fonction synectique de 

f celle-ci ; car, quand on se donne ^, x a une infinité de valeurs 

de la forme X -h m (o, m désignant un entier; 0(j:) = 0(x -H m (o) 

n^a alors qu^une seule valeur pour chaque valeur de z et Ton 

pourra développer 0(x) suivant les puissances ascendantes et 

descendantes de z\ posons donc 



« = -*-- 1nr,^^\ 

/l = — ae 



en faisant A;, = e ** ; on a alors 






En vertu de (2), on doit avoir 






^ri ;/ix4-ncr-i-9'/f ; ^ri 



en égalant les coefficients de e ^ , on a 

nm-4- 9(n)= r^in — /) — «c 

ou 

o(n -+- «;= ^(^n)-h /itn — ic; 

on en déduit 

croù Ton conclut, en ajoutant, 

<p(/l-^^lO=?(/^)-+-^ f fi~fiic. 




2 
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Ainsiy '^(o), ^(i), . . ., ^(i — i) restent arbitraires el, enfai- 

sant c *** = A^, on voit que Ton peut poser 

i erj'; = Aoeu(x)-i-A,e,(jr)-+-...-f-A/_,e/_|(j-), 

La fonction 6/i(x) est bien déterminée, car ia série qui 
représente peut toujours être supposée converçenle. E 
effet, la racine tx*'"*' du terme général tendra vers zéro poi 

[X = oc, pourvu toutefois que la partie réelle de se 

négative, ce que Ton peut toujours supposer en changeai 
si l'on veut, le signe d'une période. 

En résumé j les équations (i), (2) admettent une sol 
tion renfermant i constantes arbitraires, et les fonctiom 
qui ont i zéros dans le parallélogramme des périodes, foï 
tions que nous appellerons fonctions auxiliaires d^ ordre 
sont linéaires et homogènes de i d^ entre elles. 

Ce ihéorènie est encore vrai pour les fonctions H plus géi 
raies. Soil, en effet, 

0(.r -t- to ) — 0(x)€»«-^-^«', 
0(a:- -C7j — ^{x)e'"'^^\ 

aw — boj -= iT,i \^ — I ; 
si, pour ramener la fonction aux fonctions B, on pose 

on trouvera 

(:r;= AuOo(^)-+- A,0,(x)... A/-,0,_i{x), 

et par suite on voit que : 

Toute fonction d^ordre i est une fonction linéaire 
homogène de i d'entre elles. 
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Cette propriété est fondamentale. 

Avant d'aller plus loin, nous ferons observer qu'il existe 
es fonctions d'ordre zéro et que ces fonctions sont de 
impies exponentielles; en effet, les fonctions d'ordre zéro 
oivent satisfaire aux relations 

e(x-+-w) = s{x), 

S{x -hTn) = e(x). 

La fonction 6 d'ordre un, restant finie dans le parallélo- 
gramme des périodes et possédant les deux périodes co, ra, 
doit se réduire à une constante, et par suite ^{x) est de la 
forme 

Q gÀx«-»-Bjr-»-C 

G désignant une quantité indépendante de x. 
Les fonctions du premier ordre sont de la forme 

**^* siïv^^r , 'xa 11-1 



= JC 



XI. — Sur les racines de ^(r)= o. 
Considérons la fonction H définie par les équations 

I 0(a:H-T3) = 0(a:)e^'-^*', 
aw — 6 (i> = 2/7: / — 1 . 

La somme s des racines contenues dans un parallélogramme 
"cs périodes co, m est donnée par la formule 

— r 075) , 
1 intégrale étant prise le long du parallélogramme. Cette for- 
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mule peut s'écrire 
or, en vertu de (i), 

0(2:-+-iu) "" O(^) "^^' O(ar-hm) ~" 0(jr) "^ ' 

on a donc 

( -îT (0 -+-aa:-ha(i> jdlir — / (-^rn-i-bx-T'bxs 

ou bien^ en intégrant, 

(2) a7:5v/-i = aiIogç^ -wlog^^ ^a- -6 - -i-(«-6 
Mais 

, 0(w) , , — 

/;? et /i désignant deux entiers; la formule (2) donne 
1TS i/ — i c= MO — rna-r-a r-ia — o) (otu ■+- . . 

•2 'À 

et, en négligeant des multiples des périodes, 

5 ^^ — ^^ ((ot; — cra-î-a — t; h atum — 6u)Ct ) 

Dans le cas particulier où Ton a 

e{x-\-oj) = e{x), e{x-r-m) = e{x)e '« *' '""' 



a = o, a' = o, 6 = -^/— I, b' — — -^—^ c \/ 



— /— I, b ^. 

oj a» 

il vient 



(3) 



^i(^l^C-^T.^ 



DES F0XCTI0?ÏS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 289 

XII. — Formation des fonctions auxiliaires et doublement pério- 
dicpies admettant des zéros ou des infinis donnés. 

Théorème I. — Il existe une fonction auxiliaire d'ordre i 
\. possédant dans chaque parallélogramme des périodes co, 
; «r, des zéros donnés. 

En effet, toute fonction auxiliaire d'ordre i est de la forme 

Ao Oo -i- Al 0| -T- . . . -H A/_i 0/_i = çp (ar ) ; 
\ si Ton pose 

ç(a,) = o, o(a,) = o, ..., ç(a/-i) = o, 

on aura i — i équations permettant de calculer A|, A^, . . . , 
A/_i en fonction de Aq, par exemple. Si Ton pose encore 

celte formule permettra de calculer la constante désignée 
tout à l'heure par c, au moyen de la formule (3) du para- 
graphe précédent 



s ou ao -T- ai H- . . . -+- a/_i 



/(^_cH-m); 



la fonction auxiliaire cp aura alors les i zéros ao, • • . , ai_\ et 
contiendra encore un facteur constant arbitraire. 

Tbéorème II. — // existe une fonction doublement 
périodique d'ordre i possédant i zéros donnés a^, ax, . . . , 
ûi-i et i infinis donnés bo, èi, ..., 6/_i, dans chaque 
parallélogramme des périodes que l'on peut se donner 
arbitrairement, avec cette restriction toutefois que les 
zéros et les infinis doivent satisfaire à la relation 

ao 4- aj -h . . . -f- cii—\ ^Bq-^ bx-\-. . .-îr 6|-i . 

En effet, soit cp une fonction auxiliaire d'ordre i possédant 
à l'intérieur de chaque parallélogramme des périodes w, m 
les i zéros «o? ^m • • m ^i-\ î cette fonction existe et elle est 
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délcrminée à un facteur près. On peut former une autre 
fonction ^ aux mêmes périodes répondant à la même con- 
stante c et possédant, outre les zéros 6|, 62, . . ., 6|_iy un 
autre zéro 60? tel que 

ao -T- «1 -J- . . . -+- a/_| ==: Ôq -4- ôj -H . . . -h bi^i ; 

o 

alors le rapport -f a évidemment pour périodes (o, nr, pour 

zéros ûoî <3r,, . . . , aui et pour infinis èo? ^ii • • •? ^i-i* [On 
pourrait craindre que les équations ^(«0) = o, o(a^) = o, ... 
fussent indéterminées; mais cela n'est pas possible, parce que 
Ton sait que deux fonctions doublement périodiques qui ont 
les mêmes zéros et les mêmes infinis sont égales à un facteur 
constant près.] 

Théorème III. — A Vaide d^ une fonction auxiliaire du 
premier ordre, on peut former toutes les fonctions auxi- 
liaires d'ordre i. 

Soit, en effet, 6(^) une fonction du premier ordre nulle 
pour .r = o : la fonction 

s'annulera pour jc=zao, «i, ..., ^i_i ; de plus, elle .^era 
d'ordre /. En effet, si Ton a 

0(x-+-to)=0(T), 0(a7-+-w)=0(ar)e *- , 

on aura 

ou, si l'on veut, 

cp(a^-+- ©) = îp(a:)e ^ , 

en posant 

P rto-4- «1 -h. . .-^ ai_i 

l 

Ce théorème nous sera bientôt utile. 



(ix-k-ic -«0— . . .—n, ~ I ) 
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Théorème IV. — A l'aide d'une fonction doublement 
périodique du second ordre, on peut former toutes les 
fonctions d'ordre i aux mêmes périodes. 

En effet, d'abord au mojen d'une fonction du second 
ordre /(^) possédant les zéros «i, a^ et les infinis ai, âta, tels 
que flj -i- «2 ^ ai -+- a^, on peut former une fonction du se- 
cond ordre possédant les zéros 6,, b^ et les infinis ^i, ^^i 
tels que 6| -h frj ^ Pi 4- Pa- En effet, s'oit «i + a^ = 5 : la 
fonction suivante, où A est constant, 

^ f(x-^s)—f (bi'^s) 

nW plus infinie pour x = 7.^ ou x = a^, mais elle admet le 
I zéro x= bt et l'infini 2: = p, ; mais on peut disposer de 5, de 
telle sorte que /(6a 4- s) =zf(^b% -f- 5); il suffit pour cela que 
^i-f fta-t- 25 ^ fli -hfla; la fonction considérée aura donc 
les zéros 6|, 63, l'infini ^i, et par suite un second infini pa^ 
tel que 

Maintenant, soit F| (^) une fonction du second ordre ayant 
poarzérosai,6|,pourinfinisa,,aa, telsquea, -f-6, ^ai -|-aa; 
soit Fa une fonction admettant les zéros a^ et 6a et les infinis 
Œj et 6|, etc.; soit enfin F„(x) une fonction admettant les 
zéros a„_i et bn et les infinis bn-\ et a^,. Considérons le 

produit 

/(a:)=F,(ar)F,(ar)...F„(ar); 

il sera doublement périodique, si toutes les fonctions F,, 
F3, . . ., ce que nous supposerons, ont mêmes périodes; en 
outre, il s'annulera évidemment quand on supposera 

a? = ai, aj, ..., an_i, 6„ 

et deviendra infini pour j:=:ai, ..., a;,. La quantité bn 
seule ne peut pas être choisie arbitrairement, mais on doit 

avoir 

«1 -4- da "^ • • • "^ flf/i— 1 -4- 6|i ï=^ aj -f- «a -f- . . . -+- olh- 



L. — Traité d'Analyse, IV 



C. Q. F. D. 

iG 
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XIII. ~ Inversion d'une intégrale elliptique de première ( 

Soit U un polynôme du quatrième degré en u : consi( 

l'intégrale 

r" du 

^=i TU- 

Calculons ses périodes co, ns: soient o et 5 les zéros de h 
tion inverse, a et p les infinis, on a (3 = 5 — a ; car on sa 
chaque valeur de u correspondent, à des multiples des pé 
près, deux valeurs x et 5 — x de x. Considérons la fo 
/(x) doublement périodique, possédant les zéros o, 
infinis a, ^ et les périodes co, xs que nous avons ap 
former au paragraphe précédent. Soit enfin 



'" du 

75 



/(r^)-F<«., 



F(w) est monogène et continue, elle est aussi monod 
en effet, à chaque valeur de u correspondent une infir 
v'rfleurs de Tintégralc x, à savoir 

mu) -h nx3 -h X et nua -\- nxs -\- s — Xj 

qui donnent à /{x) la même valeur et par suite aussi à 
donc F(w) n'a qu'une seule valeur pour chaque valeur 
Pour w = oc, x = 0L ou j3 et /(x)=^ccj donc F(w) 
du reste, si u est fini, x est fini et, par suite, F(u) es 
F(ii) ne peut être nul que poury(j;) = o, c'est-à-dire 
X 1^ s ou o; alors ii = o. Ainsi F(m) n'a qu'un zéro 
infini, à savoir o, oo; ce zéro et cet infini sont simple 

F'(«)=/V.r)^=/'(x)J-. 

Or y/U est fini pour u = o (ou du moins on peut éviter 
oii U serait nul pour w = o); quant hf'{x) il n'est p; 
puisque ^q{x) et par suite /(x) n'ont que des zéros sir 



DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 24^ 

our prouver que l'inGni esl simple, on considérera ^ — -• 

In résumé, F{u) a les mêmes zéros et les mêmes infinis que 
a variable u; leur rapport A est donc constant et F(m) = u 
m choisissant convenablement A. 

H résulte de là que la fonction inverse de /(^) est l'inté- 
frale elliptique, et que par suite, réciproquement, l'inverse 
d'une intégrale elliptique est une fonction doublement 
périodique monodrome et monogène, 

Xnr. — Relations entre une fonction donblement périodique 

et sa dérivée. 

Nous allons voir que, réciproquement, toute fonction dou- 
blement périodique du second ordre a pour inverse une inté- 
grale elliptique, mais nous allons généraliser un peu ce 
théorème. 

Théorème I. — Deux fonctions doublement périodiques 
uet%\ dont les périodes sont commensurables deux à deux 
M sont dirigées dans le même sens, sont des fonctions a Igé- 
briques l'une de Vautre, 

En effet, soient mcoet/iw les périodes de «/, et soient ni! i»^ 
ttn'fs les périodes de (^, m et n, m' et n' désignant des nombres 
tniiers. Soit [x le plus petit multiple de m et m', soit vie plus 
^tit multiple de n et n : (xco et vw seront des périodes des 
Weux fonctions; le parallélogramme de côtés (xw et vnj con- 
sent [xv petits parallélogrammes de côtés o), i? ; à chaque valeur 
^c i^ correspondent P valeurs de x, si (^ est d'ordre p, et a 
^eurs de M si M est d'ordre a; donc à une valeur de ç corres- 

k>Ddent dans le parallélogramme ([xw, vw), —, ^ ^ valeurs 

le jr et de u. De même, à chaque valeur de u correspondent 

^ -^ a valeurs deç; donc, comme les nombres des infinis de u 
t n 

l i; Fun par rapport à l'autre sont limités, u et r sont liés par 
ne relation du degré ^^ en u et ^ en v. 



m n mn 
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Supposons que if = ii' soit la dérivée de u : les 
et ç ont le même parallélogramme, mais u est < 
élevé que u. Supposons u du second ordre, t/ ser. 
du quatrième ordre (il serait du troisième, si u av 
double), parce que les infinis de u' sont ceux d 
degré de multiplicité plus élevé d'une unité; la 
lie u k u! est donc du quatrième degré en e/ et du s 
Soit 

cette relation, Uo, U|, U^ étant du quatrième dcj 

Mais £/' n'est jamais infini que pour u = cc; donc 

pendant de u : on peut supposer Uo= i- En sec 

somme des valeurs de la variable x pour lesqi 

donné est constante ; donc, si Ton appelle X| et X2 

on a 

dxi dx\ 

du du 
OU 

I I 



u\ u\ ^ 
donc 



^t II 

— jT- =0 OU Ui = o; 

donc enfin la relation qui lie une fonction doublei 
dique du second ordre à sa dérivée est 

ou bien 

dx 
Ce fait a été établi par M. Méray. 

XV. — Les fonctions auxiliaires de Jacobi 

La fonction snx, inverse de l'intégrale 
' dx 



I. 



\ H^,^) 



ou A(r, /) = v^(i — x»)(i — A'. 
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a pour périodes 4^ ^ ^K\ — i. K et R' éUnt doumés jor 

les formules 






/*— i« = l 



Ses zéros sont o« 2iL, ses iodBiûs k\ — i et ulL -r K.\ — i; 
elle sera donc égale au quotient de den fonctions auxiliaires 
que Ton pourra former de bien des manières, ajant pour pé- 
riodes ê^Y%. tX, 2K\' — I, et «'annulant l'une pour x = o et 

a:= 2K, Tautre pour x = R\ — 1 et x= 2K — K\' — i. 

Rappelons que, si une fonction auxiliaire du second ordre 
satisfait aux équations < p. '2?/j \ 

(l) • iXt^l 

ses zéros z, ^ satisfont a la relation /"p. 2^8) 

ou 

(•2) a-^Jî--2C, 

et h est une fonction linéaire arbitraire et homogène des deux 

fonctions 



e ^ 

1^ = -^- tK^l 



2 



|t=-- 



Alors, si l'on prend <ii=4K., «îf=2KV — *> a~r? = 2K, 
€l 2c= 2K, ou 2C= 2K-t- 2KV — I, les formules (3) de- 
viendront, à Tordre près, 

MÊmC 

5! -^ [t*t^**'"»-*»**-^**^' ^H^ï^*J 
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Nous représenterons la première expression avec Jacobi 
par 6(x), la seconde par n(j"), après l'avoir multipliée par 



''^ ; nous poserons en outre 



K' 
q =ze "^, 



K' - - 

et nous supposerons la partie réelle de |^ positive (*). Nous 

aurons alors, en groupant les termes deux à deux, 

4) 6(j')= I — ao cos-|.- -hiq^cos—r; . . .liiaa" CCS — .,- zz. . ., 

K K 2K 

II (x) s'annulant pour x = o est une des fonctions demandées. 

Soit a un zéro de 0(x); comme 0(x) a évidemment pour 

période 2K, aR-f-a est un xéro de 0(x); donc, en vertu 

de (2), 

aK-^aa^-saK ou aaiso. 

Ainsi a est égal à une demi-période; or 

6('2K )— I — q -r- q^--,.. 



ne peut être nul, quel que soit q] donc 0(K\ — ^ ) = o et la 

fonction 0(jr) s'annulant pour x = K'y — i est l'autre fonc- 
tion cherchée : cela a besoin d'clre confirmé parla formule(rp. ). 
Indépendamment des fonctions Betll, dans cette théorie, 
il est utile de considérer les fonctions B(j? 4- K) et H(x -r K ) 
que Jacobi a désignées par 8, (x) et IIj (x). On a évidemment 

(G) 0|(:r)= \-^7.q cos". -T-. . .-f- î^y^'oos-;— j^ — h. . ., 



Tz.r 



î/H-l \« 



\r.T ( -T— ) a/i - î 
- -4-- . --^«iflrv « / cos — •. 



(7) \\i(x)~iq'*QOS—- -+-a<7^C0S . -|-...-t-2a^ * /ces 



-jr— . 



K' 

(') Sinon K' est une période, — K' en est une aussi, k * ** partie 

K' 

réelle positive, et l'on posera q — e^^. 
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: Les fonctions 0, H, 0|, H| jouissent, comme il est facile de 

I . 

le voir, des propriétés exprimées par les formules 



I ( e (ar-f-4K):=e (X), H (x-T-4K» = H (x), 

^ eiix-^4K} = e,(x;, H,(x-t-4K) = H,(x). 



. £«nposantA = e ^ , 

( e rx-T-2K'/^^---Ae (x\ H(x-^2KV^)-- -AH (X), 
(9) _ 

( ei(x-TraKV— >J-^ Ae,(x.), H,(xh-9.KV— ')--- AH,(x^ 

( e (--x)=z e(x). H (— x) = — H(x), 

. "^ / e,«— x) = e(x.), Hi(-x;= Hi^x), 

( e (x-*-Ki--^e,(x), H (x-^K)- HiCxi, 
: ^"^ I e,(x-T-K)=--e (x), H,(x-:-K) -— H(x). 

A ces formules on peut joindre, en posant 



i 



(12) 



e (x r-K'/^) = v/=^BH (x.K 
H (x — K'v'^^)^v/-^Be (x;, 

e,(x -K'/^; -= BH,(X), 

l H,(x — KV-')= BOil^x). 



que ron démontre ainsi 

ei(ar)--2r'e'^ 



nx 



donc 






ou 



61 (ar -+- KV— 1 ) = 2 ^'''"^'' ^ 



: — nx 
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c'est-à-dire 

ei(xH-KV-0 = y *<? ** 'Ht(^); 

c'est l'une des formules (i'à) : les autres se vérifient d 
façon analogue. 

XVI. — Nouvelle forme des fonctions auxiliaires. 

On peut mettre les fonctions auxiliaires sous i|ne in( 
de formes différant, comme on l'a vu, par un facteur c 
nentiel de la forme e^*'^^^'^; l'un de ces facteurs se prés 
tout naturellement. On a, en effet, 

ce que Ton peut écrire 



(^)=2 



e(x)= y zte 



KK' 



^-(x+jpiKV-l) 



. .—-XI Ttr» 



y_^^^kK --^ ■' ^ 4Kk- 



Si donc on pose 



e\:r) = 2 



.-^ . r^i.-.U-^îi^K'v^O* 



-4- ^VkK 



on aura 



(i) 0'(j?) = e(jr)e*»^«^', 

et il est facile de voir que l'on a 

(a) 0'(jr-i-4K'v/^)=0\x); 

on a d'ailleurs, en changeant x en j: 4- 2R dans (1), 
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OU 



itr" ic , .. it 



La fonction 8' est donc du second ordre, aux périodes 2K et 
^^'V—i, ses zéros sont ceux de S(x), à savoir K\/~^ 
et 3K'y — 1; la fonction 0' est donc fonction homogène 
el linéaire des fonctions obtenues en faisant, dans les 
équations (3) du paragraphe précédent, (o=— 4K\/^, 
'^K, 2c^o. Nous prendrons 2C = 2K et nous aurons 



les deux fonctions 



1 

1' 



-^,(i\Ur-hl[L*K) 



- ^. ((J{iH-l)x+î|l«KH-J(iK] ^ 



K 



en posant alors p = e *"', on pourra écrire ces fonctions 
ainsi, en faisant abstraction d'un facteur constant. 



^jpH»* cos h 

1 i.c^)" 






cos h —^.— TZX, 



La dernière de ces fonctions s'annule pour x = R\/ — i : elle 
est donc égale à 6' à un facteur constant près. En posant de 
même 

on voit que 8'^ sera une fonction linéaire et homogène des 
deux fonctions (4); la première de ces fonctions admet pour 

période 2 K'y^ — i ; si donc a est un de ses zéros, a -j- 2K'y/ — i 
en sera un autre; la somme des zéros est une période : donc 

^ï-faK'y^ — I ^o, donc 2a = 2K'y^ i, donc a est égal à 

l^V^— 1 plus une demi-période; donc 

« = K4-KV^ ou a = 3K'/^ ou — kV~. 
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Mais — R'y' — I ne peut être racine quel que soit /?, don 

a = K -i- K\ — I : c'est un zéro de 0| (x); ainsi la premiè 
des fonctions (4) est égale à ^\{x)j à un facteur consla 
près. 

On démontrerait exactement de la même façon que 
fonctions 

7)'(x)= H(x)<!«k', T)i(a:)= H,(x)««'^" 
sont, à des facteurs constants près, égales à 

>r<z^V » / gmh '' , vx, 

(5) { -^ **■ 

Nous poserons 

6(jr) = a/>*cosh -=>v -h 2/?*cosh — rj^ 4-. . ., 
'^ 2K ^ aK 

6,(j:) — I -!-a/?cosh -ï^t -i- a/>* cosh -rr^ — h. . ., 

(6) / 
T,(x) ^ 2io*sinh — , , -h ai?*sinh — j>, 



r ^^ • • • » 



TZ X "XTt X 

rix{x) ^ i —ip cosh -, -+- 2/?^ cosh -ttt 



Nous aurons alors, en appelant C une constante, 

0(:r)r=Gc^>ï»^e(ar); 



s!, dans cette formule, on change j; en a:-t-Ky — i, or 

(p. 247) 

ou, réductions faites, 

T:r* 
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^H Ëi chaDgeantxenx + K,puis,de nouveau,ena:-r K.\ — i, 
^f 00 constatera que Ton a 



1Lr« 






Il reste à déterminer la constante C, ce que nous ferons plus 
loin. 

XVn. — Formule de Canchy. 
Posons 

F(^) = (i-+-^-s)(i-+-^-5-«)(i-+-^*-s)(i-hy»z-»)...(n-7»«-»zXi-^y"*~*--ï). 

Il est facile de voir que Ton a 

F(ûr«z)= ^ \ — V iz) 

OU bien 

Or on peut poser 

(3) F(5)= Ao4-A,(^4-^-»)-^ Aj(z«-*-;j-«)-f-...-+- A;,(^«-f-5-«), 

Ao, A|, • • ., A;i désignant des coefficients indépendants de z. 
Si l'on remplace dans (2) F(w) et F(<7^i;) par leurs valeurs 
tirées de (3), on trouve 

= (i-*-^««-^«z)[Ao-l- A,(z-+-z->)-t-...-hA„(-««-4-z~'')]; 

en égalant alors les coefficients des mêmes puissances de z 
dans les deux membres, on a 

Ao^ -4- Aiy»'»*-» = Ai-f- Ao^*"-^*, 
A,y»H- A,7«»^-* = A,-+- Ai^»"-^*, 
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OU bien 

^1 = ^« ÏTr^iXTï ^' 



- ( 

(4) < "' " I— "^»«+« ,_^îii-^^4 






on déduit de là 



(5) 






Pour déterminer Ao, on observe que Â^ est évidemme 
égal k q.q^.q^, . . y^/i+i ^ ^««j j^ dernière formule (4) do 

nera alors 

(i — 7*)(i — 7M...(i — y"») . 

I = r r : An 

ou 

^'^ ' (i-7M(i-yM...(i-7"') 

Des formules (i ), (j ), (6), on tire 

Nous allons maintenant supposer n = oc; le preinic 
membre de cette formule devient alors le produit infini 



n = ae 



1 J(i-+-7î«-^»-)(i-t-<7*'«-^U-«). 



n = l 



La fraction qui entre en multiplicateur dans le seco 
membre peut s'écrire 

(,__yt)(,__yV)...(i_^*/.) 



U-yVHi-7*)*".(*-7'")* 
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»l, par suite, a pour limite -^ La formule (7) de\ ient 

Uors n -'" 

lT(i -r- ^»"-« -5 '(i — q^"-^ --« 'rT<:i — q^) 

DësignoDs par Sm^t la somme des m -r- 1 premiers termes de 
la quantité entre crochets, Rv+i la somme des termes suivants, 
on pourra toujours prendre n assez grand pour que Ton ait 



'«4-1 






cdésigQant une quantité de module moindre qu*une quantité 
donnée a. Quant à Rim^.!, si Ton appelle ;jl le module de q et 
V celui de Zj il sera de module moindre que 

•-•(^)"(>"-;^)-:^"-'(f^T"(""^'-v-^.'- = 

or on peut toujours prendre m assez grand pour que cette 
quantité soit moindre que a, car la série précédente est con- 
vergente, même lorsqu'on la divise par u.'"; m étant ainsi 
déterminé, n étant indépendant de m, on peut toujours faire 
en sorte que mods <^ a, et alors 



J^(,H-^în^i^.(i--<7î«-i;:-i)JJ(i — ^ 



X/i 



différera de Sm^i d'une quantité dont le module sera moindre 
7"C2a; on peut donc dire que cette quantité est égale à la 
limita de Sot+i et, par suite, on a 

J J(i -.- ^»'»+*^ )f I -f- çî«-^«^-i)TT(i — 7*^^) 

^ ^lle est la formule de Cauchy que nous voulions obtenir. 
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XVIII. — Développement des fonctions auxiliaires en prodoits. 

Si, dans la formule de Cauchy, démontrée au paragraphe 
précédent, 

lT(i-+-7»'»^«^)riH-^«'«-^«*-«)TT(i — 9«») 

on fait 5 = e *^ ^ q z= e ^, il vient 

1 1 

--= I -i- •>.27''' cosn ^j^ = e,(x). 

On trouve ainsi le développement de 0| (jt) en produit et, en 

changeante; en j? + R, en j: -h K\/ — i etena:-|-K-f-R\/— i, 
on obtient ceux de 6, H| et H. On a alors le groupe suivant 
de formules : 

6 (.r) — I l(i — q^"){ I — 'i^cos-, - -+• q^j( i — aç'cos^^^ y«) . . 

^1^-^) - I |(i — y*")! I -i-'-i^cos ' -4-7* j( I -h-i^^cos-^- -T- y« j..-, 
Il (r)^7.7Ï^JJ(i — 7î«)sin^ 

;< ( I — '2 7*cos-^ !- 7*)f • ~~ 517* cos-^ -r- y*) . • •> 

/ Tt J^ \ / TZX \ 

X ( I -+- -2 7* cos - -\- q^ j l i -h 1 7* cos -— -h 7* I ... . 

Ces formules qui sont très utiles, fournissent des identit-^^ 

curieuses quand on y suppose a'=zOjX = Koux= -; nou--^ 
nous dispenserons de les écrire. 
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Les fonctions 8, r,, 8,, T|, donnent Heu à des formules 
inalogues. 

Quand on pose dans la formule de Cauchj y = /> =: e '^' 

icr 

et 5 = e ' , on trouve 



TT(i-+-!i/?»«-»-«cosh ^ H-/>*''"^*)rT(i— />*« 



1 



zzr^^încosh — 

ce qui donne le développement de Ôi (x) en produit. En trai- 
tant cette formule comme celle qui est relative à la fonc- 
lion 0,, on trouve les développements suivants 

P = (i-y>*K'-i>^)(i-/'«)..M 

X ( I -f- ip^ cos h -|T7 -h /?* J ( I -^ 2/?* cos h — -h /?» j . . . , 

9i(x)= p/ I -H 2/?cosh -=^ -^/>' )( » -î- 2/?'cosh -j^ -+-/?•) 

^. (x) = 2D* P sin h -77> 

'ii(x)= P( » — a/>cosh -T-7 -f-/?*)( I — 2/>'cosh ^ -4-/?* 1. . .; 

"OU Ion peut déduire une foule d'identités algébriques que 
^ous nous dispenserons d'écrire. 

nx. — Relations entre les fonctions de Jacobi. 

^^s quatre fonctions H, 0, H,, 6| sont du premier ordre, 
"'^^ Carrés sont dn second ordre* d'après (8), (lo) et (g) 
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du § XV, les fonctions H^(x), S^(x)j Hî(ar), eî(jr) satîsfonl 

aux équations 

e(a?-f-aK) = e(a?), 

par suite, Tune quelconque d'entre elles (p. 286) est une fonc- 
tion linéaire et honfogène de deux d'entre elle^. On peut donc 
poser 

l e«(x) = AH«(ar)-+-BHf(2r), 
^'^ I e«(a:)=Gn»(ir)-4-Deî(^), 

A, B, C, D désignant des quantités indépendantes de x que 

Ton déterminera en faisante; = o,j: = K et a: = K-}-K'y — 1; 
on aura alors pour a: = o, en observant que H(o) = o, 

en faisant a: = K, ce qui annule H| (x)j on trouve 



en faisant :r -=^ K -|- K'y/ — i , ce qui annule 0| (x). on a de 
même 

Les formules (i) deviennent alors 
nous les écrirons ainsi 

^^ ' _ ii \io) U'jT) , e«(o) e?(j^) 
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et nous poserons 



^^7 



H x< ^i o 



(3) 



eix> 


Ht-o 


Ht.x> 


0< o 


et.x. 


H,.o 


e,'x 


e o 


H. Xt 


^i*o 




H> o 



= Â 



= •*■ 






Les formules (2) donneront alors 



= it. 



(4) 



( }l'*x» — u.»^x t = I. 
{ l* ).*{ t) — >' <,x^ = I ; 



les fonctions 'kj {jl, v sont doublement périodiques. 11 doit 
exister une relation algébrique entre ces fonctions et leurs 
dérivées ; cherchons la relation entre \ et \'j on a 



(5) 



V(x) = 



et(o) H'ir)e<x^ — e'(x»Hrx> 



H,vo> 



e«(x) 



Or les fonctions H'(:c)e(x) — e'(>Ml(x), H(x)e(x) cl 
H| (wr)6| (x) satisfont aux relations 



a/ w,f / \ ^, X "■ Z — tlJP-l-liV-») 

0(a?-haK'v — i) = 6(a?)e ^ ; 

donc Tune déciles est fonction linéaire et homogène des deux 
autres (p. 236); on peut donc poser 

H'(^) e(a?)— e'(x) H{x) = AH(x) e(x) -+- BHi(a?) e,(x). 

Si Ton change J? en — Xy il vient 

H'(ar)e(ar) — e'(x)n(x)= — An(x)e(a?)^-BHi(x)e,(a?), 

donc A == o, et Ton a 

U'(x)e(x)—e'{x)U{x)=Blli(x)ei(x); 

si Ton fait j: = o, on a 



H'(o)e(o)=BHi(o)e,(o), 

L. — Traùé d'Analyse, IV. 



»7 



i 
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d'où 

H7o)e(o) , 
~ H,(o)e,(o)' 
on a donc 

Si nous portons celle valeur dans (5), nous aurons 

ou, en vertu de (3), 

dX H'(o) e,(o» 



_ ^ ^,__X2)(i — X-»X«). 



dx l(i(oi Hio) 
Nous ferons 

nïo) e,(o i _ 

^^' ll,(o; e,'o)" ~^' 

alors nous trouverons 



gdx=z - - 



y 



V (1 — A- )|^i — k-'i^) 

on a donc, ou on peut même poser comme définition de sn j 
cnj:, dn.r, 

(7) X(r) — sn^x, \k{x )~ Qwgx^ ^i{T\^. Aïigx, 

Si, dans la seconde formule (i>\ on fait x =- K, on a 

_ n}(o) H*(()) 

ou, en vcrlu de la quatrième formule (3 ^, 



Nous poserons 



: I - A-2. 



(8) A-'r=f:^''\ et /c2-f-A'* = i 
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2^9 



Expression de snor, en 2:, dn^ an moyen des fonctions 

auxiliaires. 



En résumé, si Ton se donne K et K', on pourra former les 
mclions 6(.r), H (a:), ©i(:r), tli{x)^ puis les modules 
[formules (3) et (8) du paragraphe précédent] 



') 



k = 



Hî(o) 



k' = 






le multiplicateur [formule (6) du paragraphe précédent] 



a> 



^ = 



H'(o^ 0,(0) 



llors on aura [formule (2) du paragraphe précédent] 

A (x) — sn gx = -— — Yi ' 

^ ^ * e(x; H,(o; 
, , Ui(x) e(o) 



0(37) H^O) 



e^ix) e(o) 



m eacote 



3 ► 



'' ^ e(:r; 6,(0; 

I H(x) 
sn ^a? = -- — — > 

v/>f ^^^^ 

^ /F H, Car) 



dn gx = v^' 



6(37} 



Si nous prenons le multiplicateur g égal à Punité, nous 
établissons par le fait une relation entre K. et K', et les for- 
mules (3) deviennent 



(4) 



1 H 



en 









La relation qui lie alors K à K' sera la relation (2), où Ton 

fera /?^ = i , à savoir 

H'(o)e,Co) 



M,(o; 6(0; 



= i; 
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en remplaçant H, H, Hi, 0| par leurs valeurs, cette reb 
devient 

/ i » 1» \ 

Les formules (i) donnent lieu aux. relations 
(6) ^;i.^^^'-->9*-«y"-- 



— » 



I -t- '.ig -T- 2Ç* -f- 'IÇ» -r- . . . 

' I -T- aç -t- aç*-T- 2<7»-»-. .. ' 

la formule (5) peut alors s'écrire 



(8) 



el 



(9) 



t: ~~ j — 2^ -i- JiÇ* — 2Ç*-i 



,_ 1 1 î I 

u K y/X ' _ yv-3y*-f-3y^ — . . . 

~ 1 » il 



4W 



</* : y* -4-^ * -+-... 



XXI. — Usage des fonctions 0, r,, 0|, r^i. — Calcul de la constant 
Puisque l'on a 

^'^ e ~ H ~ e, " H» "" ^^ ' 



on aura aussi 



I T^(X) 
f^nx = — — r A — T9 



" e(x) 

_ T,«(o) _ o«(o ) 7i'(o) e,(o> 

- e}(o)' eî^o/ t„(o) e(o) 
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>us pouvons maintenant déterminer la constante C qui entre 
ns la formule (i); en effet, on a 

împlaçons dans ces formules H'(o), 6|(o), ..., Ô(o) par 
irs développements en produits, en observant que 

ir(o) = lim — pour ar = o, 

T, (o)=hm-^ pour.r = o; 



us aurons 



I = 






I = — 



tire de ces deux formules (p. î>.54) 

/Tïv _ — n^^^ — q^)..A\ -^ q)(f'^q^). . . 
\' t: u -=- 7* )U --hç*; . . . (I — <7)( I — <7*)..- 

__ -e,(o), 

y/'^ - (f -/>r)(i -/>*)... (i-:-/>)Hi -+-/>')*... 

= 0,(o); 

isanl ces formules membre à membre, en ayant égard 
i), on a 

/K __e,_(o)__ I. 

V K' "" "6,(0; ■" G' 

isi la constante C est égale au rapport 4/ |^ des racines 

rées des intégrales complètes. 

Les formules (i) peuvent alors s'écrire 



® ~ ^1 "" T^ ~ T„ "" ^K' 



e 






a6a 
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XXn. — Périodes elliptiqaes. 

Cherchons à former un syslème de fonctions elHpllqu« 
En se donnant le module A", on pourra calculer q 

ce qui revient au même, le rapport ^ au moyen de la fc 
mule (p. 260 "1 



(O sk = 



La formule « p. îôo) 



- '^7 



1 

V 



27* 



I-T- 2<y -r- i q^-r 



la> 



KiX 






37* — 5^ * 



I — iq — -2 y* — iq^ 



pormoUra ensuite de calculer R et, par suite, K'. Quand 
<o donne X\ il y a donc une inûnité de valeurs possibles poi 

K ot K\ le rapport j^r- a une infinité de valeurs; mais, quand] 

V c rAiMv^rt e>l délorminé, K et ¥J sont déterminés. Il résulte 
.ir !^ oue. ivmme sn.r ne dépend que de /r, pour former 
une môme K^nolion sn.r, on pourra employer une infinité de 
>\>lèmo> 00 t\niotion> B et H. 

On appelle yirioties elliptiques les périodes ^\s. et 

olYJ ^ — I qui >onl telles que K et K' soient des solutions des 
équationv i et > : ee sont, si l'on veut, toutes les périodes 
que Ton peut emplover pour construire un syslème de fonc- 
tions H. H, telles que Ton ait 



II 



H. T 



\ \ sn T 



^ X 



\ X^^'^^' 



e,(>) I , 

= — - dnjr. 



e.x» 



k' 



Vppelous K, et K, un syslème quelconque de solutions 
des SX sternes i\ » , le pvirallêloirramme des périodes 4^1» 

>K, \ K evMilenanl seulement deux zéros de snx, devra être 
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Hft parallélogramme élémentaire., de sorte que, si K et R' dési- 
gnent les intégrales 

r^ dj^ /** dx 

tH& devra avoir, m, m', n, n! désignant des entiers, 



( 4K, = 4mK-T-2m'KV— I, 

f mn! — nm' = zr: i, 



et, pour que les formules (3) aient lieu, il faut que cn^ s'an- 
nule pour j: = Kj, et dno: pour x -~=V^\'\- K', y/ — i ; donc, 
en appelant a, ^, a', P' des entiers, 

I K,-f-K;/— ï:r-(>a'-T-i)K-r-v2p'-f-i)K'/^. 

Il faudra aussi que -tt ait sa partie réelle positive. La com- 
paraison des formules (4) et (5) donne 

4mK-i-2/?i'KV— i=4(^a-+-OK-+-4.'^?K'/^, 
d'où Ton tire, en appelant a, 6, c, rf des entiers, 

4 Kl =(2a-^i).4K-4-2 6.2KV— ^) 
aK'j= 2c4K-T-(e/H-i)2KV^. 

K' . . 

Enfin la condition que jt7 doit avoir sa partie réelle posi- 
tive donne 

et a -\- d doit être pair. 
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(I) 



I. 



XXIII. — DéTeloppament des fonctioiit elliptiques 
en séries trigonométriqnes. 



Reprenons les formules de la page 254, que Ton peut écrire 

8 (t > — Q( I — nq cos-|t- -^^*) ( i — 2y'cos-=^ -*"^*) 

Biix) — Q( i-r-a^cos- 7- -^q^ )[ i-r-ay'cos-ïv- -i- ^* I 

H (j- 1 — Q^* **"~ir { ' — ^*cos-^ -^- 7* ) f I — 9*co8-^ - 9" ) 
I Ui(x) - Q^^cos— r- ( I -f-7*COS-rr -T-y* ) ( I — 7*cos-j-^ — 9» ). 

Q —(i — 7^)( 1 — ^^(1 — 7* ). .. ; 

prenons les logarithmes des deux membres des formules pré- 
cédentes, et observons que Ton a, en supposant le module 
de r inférieur à l'unité (T. III, p. 290% 

I r* /^ 

loiîCi — 'ir coso -!- r' ) — rcoso -• — cos2ç -4- -r- cosSo . . .; 

nous aurons 

— loge(a') 

r-= — logQ -^ •>. cos^ V q-^-^^ -h - cos^^ V ç»(««+i) -;-... 



OU bien 



— loge(x ) — — logQ H ^ cosr — H ^— T cos2:t — -^. 

° 1 — q* K 1* i — 7* K 
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en difierentiant alors ces formules, on trouve les suivantes : 



è\(x) 
E'(t) 



T, I a . T.r q^ . it.t q^ , 3r2* \ 

K\i — ^* K 1 — ç* K I — ^« K / 

T. I q . T.X q^ . iTzx q^ . i'izx \ 

K\i — q* K I — ^* K 1 — q* K / 



7« î» X 



ç* . HTX q^ 



^TZX 



K\i — y» K 1 — ^* K i — q* K / 



H\(x)^ 



r Tzx 

—rr lang-rr 



T./ -« 



K\i — ^* K I — q^ K I — q^ K 






) 



On tire de ces formules, par soustraction. 



sn X 
snjr 

cn'jr 
cnjT 



TZ Tzx 2îr ,' q TZT q^ , tltzx 
— i7 col— TT r:- 1 — - — Sin-TT- H — - Sin— . r-. 

iK aK Kl — </ K i-r-7* K 

1» TZ X 

ri? ^angn? 



■)• 



aK 



ak 



dnjT 
tnor 



ht: / q . T.x //' . ilt.x q^ . Zt.x 

K\i — ^ K I — ^* K I — ^* K 

, T. l q . T.x 7* . 3î:j* 

4 i? f — - — ; sin-r^ — - sin—, ... ), 

K M — ^« K I — ^« K 



••/ 



ir / Tz X Tz X . 

171 [ q^ . 1T.X q^ . 4^-^ 

K \ I -r- ^* K 1 — 7* K 



/ 



XXIY. — Relations nonvelles entre les modules et les périodes. 



Reprenons les formules (p. 259) 



(•► 



•î = 









(î»; 



jivoi e,iroi 



= I 
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Si, dans celle dernière formule, on remplace Ô(o), Bj(o) 
Hj (o) par leurs valeurs tirées des formules (i) du paragrapi 

précédent, si l'on remplace H'(o) par / — - — - tiré 

mêmes formules, on trouve 



T 



ç'^-^r(i — g^y'(i-q^y(i — q*y,.,X(i-^qy{i-h qiyd^qi)^ 



I = 



2K 



gr * ( I 4- ^* )H ï H- 9'MH ï -+- ^* )' • • • X ( > — ^ )* ( * — ^* )* ( » — ^')* •■ 



En supprimant au numérateur et an dénominateur le facteur 



^•i^,^_^î)î^,_,_^V)2...X(l-^)^(l-^» )»..., 



il reste 



formule qui peut s'écrire, en vertu des formules (i) du para- 
graphe précédent, 



(3) 



/^.euo) 



ou encore 



(1) 



4 / — - = I -i- ^q -+- iq^-\- iq^ 



Celte formule remarquable conduilù uneproposilion curieuse 
(l'Arillimélique. Dans la formule (3) du paragraphe précé- 

denl, qui donne -. — > faisons x = o; après avoir divisé parx, 



nous aurons 



(3) 



/.2-r 



* k2 \\ — lf' ' 1 — 7 



!}q^ 



I — «7»« 
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l'on traite de même celle qui donne > on a 



*-Uk/ \ik} \i-q^ i-qi ._^. •••;• 

combinant cette dernière avec (.{), on trouve 

S(I-t-2<7-J-2y*-:-25'*^- •• 

1 bien, en développant en série les termes du second 
lembre, 

\., B, C, . . . désignant des coefficients entiers et essentielle- 
ment positifs. Si Ton développait le premier membre, il 
devrait être identique avec le second; donc toiiles les puis- 
sances entières de q devraient se trouver dans le premier 

membre. Or ces diverses puissances sont des sommes de 

quatre carrés; donc : 

Tout nombre entier est la somme de quatre carrés (dont 
fjftelques'uns pourront être nuls). 

SiTon se rappelle la formule ''p. 262; 



I 9 n 

« 



^'>t= _^^i^'^7l_-:'7 



I — ■tq-->.q^ iq' ' - . . . 

'3 "iriïîule r>) combinée avec ( \ ) donnera 



\ ( y \ ^1 ^ q \q' 

i* '' ' ' I — y» I 7' 



oubi 



en 



/ 1 f t» ^^ 

Kq^-T-q^-^q^ —.,.) — Ay — By»- Cy» — . ., 
' '^j C, . . . éUnt tous entiers et positifs. Il en résulte que 



TV^ 



■ ^H lï-TBlCrTï 






?— T -^ — ». - 



7. 7 F 7 ' LK^»x^nBIl: o^ uiininrï^ TmpaTTs: autrement dit | 
J^-f riff/i^-iatt' i' iif i^miirr impair «c/ /a somme 






r — r H j- — <2 =:S .'x »; cUei 



♦ .--liL = * r . 



» .- - ï ^ . - = fi r 



• -- 






H - — - ^ - 
P ur i^tcrrrii-rr A ^! K. 



f-fTk«ies iR et 2K'\ — i, 
it deaiL foDclions quel- 



:n fera x = o el x = </ successive- 



— W- a ^ Ac^î o , 



^ \^- a —BIP a 



d'où l'on tire 



ci, par suite. 



A r^ — 






B = 






II' jr — a H' X — 



a I — 






Va\ riiiHorinant d'une façon analogue sur les fonctions 



lli'.r - r/;H( jr -■- a;, \\(x — 0)111(0: -^ a), .... 
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' on formera le Tableau de formules que voici : 

Hi^ ^»Hrr. r.^- e«(a^HVx)^H«(a>e«(jr> 
Hix-a)H(x-t-a)= ^^^ , 

llijr — a)e(x — a) 

iii(oje(o) iii(o)e(o) 

(1) ' H(x — a)H,(x-+-a) 

e(o)e,(o) ^^ *^^ e(o)e,(o)^ ''^ ^' 

H(jr — a)ei(j:-T-a) 

11,(0)0(0) V ^ «V ; Hi(o)e(o) ^ ' '^ ^ 

*^.,. ^^t^f.^ ^. e'(a)e«(x)-H«(a)H«(:r) 
e(j--a)e(ar^a)= ^^^ , 

e(-r — a)H(x -t- a) 

— e,(o)H,(o) 

il) i e(:r — a)H,(x-+-a) 

" e(o)e,(o) 

©(ar — tf)8,(x-î-a) 

__ Ht(a)e(a)H(j7)ei(jr)— H(a^e,ra)e(3r)Il|rj> 
- 6(0)11,(0) 

Eln divisant (i) par (2) et en ayant égard aux formules qui 
donnent snx, cnx, ànx en fonction de H(x), 6(x), \\^{x)y 
^1 (jt), on trouve 

sn(ar-ha) = 



snx cna dna — sna cnx dnj?' 
en multipliant haut et bas par 

snxcn^dna -+- sna cna? ànx, 
il vient 

(;5n'ar — sn*a)($n:r cna dna -4- sna en j? dn-r") 
*°^ ^ "" sn*â;cn*adn*a — sn*a cn*d:dn*j7 

(sn*a? — sn*a)(snr cna dna -h sna cn.r dn j?> 
"" sn*j7(i — sn*a)(i — A:*sn*a)— sn*a(i — su*ar)(i — A-*8n*x) 



270 CHAPITRE VIII. 

En effectuant les calculs indiqués et en observanl que 
sn^x — sn^a entre comme facteur au dénominateur^ on a 
enfin les formules suivantes; en changeante: en a et a en 6, 

, .^ snacn6 dn6 dz sn6 cna dna 

sn ( a r': 6 ) = r — ; -r ? 

, ,, en a en 6 zrisna sn6 dnadn6 

eni^a 'zb^— ^T- — ; ~r , 

^ I — /:*sn*asn*o 

, , , ,^ dnadn6 =ï= A'* sna sn6 cna cn6 

(ln{a -Il h) = 



1 — X:*sn'a sn*6 

tna Anb ±: tn6 dna 
tna lïib dna dn6 



lii{aJzh) = 



De ces formules on peut en déduire une multitude d*autres 
qui ont plus ou moins d'analogie avec les formules de la Tri- 
gonométrie, par exemple 

sn(a -4- 6)-h sn(a — b) —- Gsnaen6dn6, 

%T\{a -.- b) ■ sn(a — b) — G sn6ena dna, 

cn(a-i-^) T-en(a— ^)— Gêna en 6, 

cn(a ^ ) - en(a — 6 ) = — G snasn6 dna dn6. 

dn(a : 6) i-dn(a — b)-= Gdnadn^, 

dn(a -^) -dn(a — 6(— - GA* sna sn6 ena cn6, 



ou 



Gr: 



1 — X* sa- a sii*^ 



XXVI. — Formules usuelles déduites de la considération 

des fonctions auxiliaires. 

Les valeurs de snx^ cn^, dnx, pour des valeurs parlicu^ 
lières de la variable x se déduisent facilement des propriété^ 
des fondions 0, H, B|, H| et des formules suivantes q«* 
pourraient servir de définition à suj:*, cn.r, dn^, si elles n^ 
s'étaient pas tout d'abord présentées dans le calcul des inlé-' 
grales ordinaires; nous nous bornerons à écrire ces formules. 
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îur démonstration ne présentant aucune difficulté : 

IX a pour périodes 4 K et 9.KV— ^, 

3 JT a pour périodes 4 K et 2 K -r- 2 K' / — i, 

tix a pour périodes 2K et 4KV' - ï» 

IX s'aDnule pour x = o et 2K, 

IX s'annule pour x = K et — K, 

nx s'annule pour x=K-t- KV"^ et — K -+- KV"—^» 

dj:-, cn:r,dnj: sont infinis pour a: = K\^— i et:^.K -i-K\ — i . 

sno — o, cno— I, dno = 1, 

snK = i, cnK-=o, dnK = Â\ 

sn2K=o, cn2K — — i, dn2K = i. 

snKV—^ — «» cnKV— ^-~^» duK'/— ^==^' 

sn2KV — ï = o, cnaKV— I — — 1, dn 2 K'/ "» = —*> 

snUK^-K'v/'—j) =«, en = X, dn = oc, 

A^K^^K'v^ — I ) — o, en — -i-i, dn— -I, 

^^[K-^K'y/~i)..-^y cn = >-^:v'=^, dn ^ o, 

sn — X — — snx, en = cnx, dn — dnx, 

sn(.îK ±=x) — :_: snx, en — — cnx, dn - dnx, 

snfk'/ — V I \/— ï <1"^ 1 / <-"'^ 

5"'> V— n-x) = -= , en = — ^ — — > dn - -v — » » 

A: snx K snx snx 

,,. cnx ,, snx , A'' 

sn(K — X) — -; — > en — — A: - — > dn r- - — , 

dnx dnx dnx 

sniiK'/— i_i_ j:) = snx, cn = — cnx, dn ~ — dnx. 

Quand on change K en K' y — i et K' en K ^— i , les quan- 

tHes q ou e ^ et p ou e ^' se changent Tune dans l'autre ; 
de même A* et // se changent également l'un dans l'autre en 
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vertu des formules (p. 246 et i5o) 

_ ( I — a/? -h a/?^ — » - ' )* 
"" (i-ha/? -i-2/>*H-.. .)*' 

^., _ e«(o) _ e«(o) __ (i — ay-t-ay» — ...)« 
~ eî(o) "" eî(o) ■" o -H ay H- a^^ -+-...)* 

~" (i-h 'Jtp -h a/>*H-.. .)* 

En écrivant alors 6(^, A), H(j:, Ar), .. ., sn(x, A-) ... an 
lieu de B(^)i H( x), . . . , snx, . . . , aGn de mettre le module 

en évidence, on a, en changeantK en K' ^ — i et K'^ — 1 en K. 
on en conclut (p. i5o) 

e(x,k') = rii{x/^, A), 

de même 

H(x, A-')=-7^T,Uv/-',A-), 

d'où Ton conclut 

sn ( X v/=7 , A ) = /- 1- Jjlj^ . en {x /"-l, A') = ^-j^_^^. 

/ / .\ dn(j:, A') 

dn(a:v' — i. Ay = — 77-- 

^ ^ ■ ^ cn(wr, A-') 

XXVII. — Théorème de M. Mittag-Leffler. 

Étant données des fonctions partout synectiques 

C.(_L_), G,(-î_ 
\x — ax/ \x — as 

excepté en ax^a^^ . . . , et par conséquent que Von peut sup' 

poser développées en séries entières par rapport à — -7^ 
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— - — 7 ' "> il existera des polynômes P,, P2, . . . entiers 

0t jc qui rendront convergente la série 

;i) (Pi-HGi)-h(P,-f-G,)-+....-f-(P„-hG«)4-... 

fariout excepté en a\ , a^^ • • • ; ^/i> • • • . 

En effet, décrivons de rorîglne comme centre avec un 
layon infîni R un cercle, décrivons autour de chaque point a^ 
JDomme centre un autre cercle de rayon Tv assez petit pour 
ki'il ne contienne aucun des autres points ai , ^2» ... ; si c'est 
Mssible on aura 

dz 



\a? — Ov/ J^ \z — a^/z — 



X 

dz_ 

X 



les intégrales étant prises le long des cercles de rayon R et r^, 
La fonction G ( ) — - — tendant vers zéro pour 5 = oc 

\ Z ûty / Z —' X 

[p. 247» ^' 111)7 Isi première intégrale qui figure dans cette 
formule sera nulle et Ton aura 



dz 

z 



^ \z — ay/lz 5* zV- z[»-{z — x)] ' 

nous pourrons donc poser 

Py désignant un polynôme entier en x de degré [jl que nous 
liions déterminer de manière à rendre la série (i) ou, ce qui 
revient au même, 

v=l ^ 

convergente. 

L. — Traité d'Analyse, IV. 18 
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Soit Ov le module de a^ ; soient My le maximum du module 
de Gy sur le cercle ry, p le module de j? : le terme général de 
la série (2) aura un module inférieur à 



I. 



u 

ou à 



"^My ^ ^ 

(ay — ry)l*(ay— ry— P) 



cIAry 

?. T, M y > 

(Xy— ryjî^lOy — ry—p) 



la série (>.), et par suite (i), sera convergente si jx est choisi 
de manière à rendre 



2: 



MyOl^Tv 



(ay— /•y)l*(^ay— ry— p; 



convergente, ce qui est toujours possible en prenant [x assez 
^rand, puisque p finit par devenir plus petit que Oy — Ty. 

Alors la série (i) rcprésenle une fonction synectique de x 
excepté en ^1, ^2^ •••> qui sont des points essentiels. Elle 
représente même, à une fonction synectique près pouvant 
avoir un point essentiel à Tinfini, la fonction la plus générale 
douée des points essentiels ai, ao, .... 

XXVIII. — Théorème de Lionville. 

Soit /{^) une fonction du second ordre possédant les 
périodes (o, nj et les infinis a, ,v — a. Soit F(x) une fonction 

possédant les niOmes périodes et les infinis ^i, p2, . . ., 3;,. 

F ( z ) dz 
L'intégrale de y - .^- — prise le long d'un parallélogramme 

des périodes est nulle ; celle intéj;rale peut être remplacée par 
une somme de résidus. Les résidus relatifs aux infinis x et 

, V(z) ^ FC.r) , F(.v — .r) , 

.ç — a- de -%— ^: — ^ sont ., - -et -^, :; en observant que 

f{x) est égal à fis — x)^ ou que f'{x) est égal et de signe 
contraire i\f'{s — ;r), la somme de ces résidus est 



I 



DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES. 275 

a donc 



F (x)— F(s — x) 






intégrale étant prise autour des seuls infinis de F(2), ou, 
S Ton veut, 



r 



F(x)-F(^--r)=/'(x)/ 



V{z^ 



traitant la fonction / , 1-7 -. comme la précédente, et 

ervant que la somme des résidus relatifs aux infinis a, 
— a, JT, 5 — X est 

F(ar)-f-F(5 — ^c) — F(a) — F(5— a), 



\%) F(^)-f-F(5"-a:)=F(a)-hF(5-a)-f- r--"^' 



^A-^)-/^-) 



de (i) et (2) on tire 



O) F..r)=-[F(a)-F(.-a)]-f--^ ____^^___ 

OQ, en appelant [x l'ordre de multiplicité de l'infini p, 

(1) .y I ig^r/-W_-t:Z:(p)e(3)1 



)1 



ioù Ton a posé 
Dans le cas où les infinis de F(;:) sont simples, on a 

Si la fonction F(j:) avait des points essentiels, la formule (3) 
I aurait encore lieu, mais, pour pouvoir l'appliquer, il faudrait 
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OU bien encore 
, , . 2sn'j'sn(K\ — I — a) -4- 2 snjrsn'fKV— 1 — <»* 

sn*j: — sn'(KV — i — a) 
Or 

sn(K'i' — I — a)= 9 sn'(KV — i — a) = -7^ — — ; 

donc 

, , ^ snxsna-^sn'xsna , 
ksn{x-^a) = ——7^ — z z A: 



et enfin 

sn(ar-r- a) = 



sn j*sn'« -i- snasn'x 



1 — A'sn*a:sn'a ' 
c'est la formule dojà trouvée plusieurs fois, car on sait que 

sn'a = cnadna, sn'j? = cna?dnjr. 

XXX. — Multiplication des fonctions auxiliaires. 

Le ihcorcnic de Liouvilic permet de calculer sn/?ijr, 
cnmj:, dnmx en fonction de snj:, cnx et dnx, mais on 
préfère ordinairement employer la marche suivante. On s'ap- 
puiera sur les formules (p. '26^)) 

' ^, , ^, , e^(a)S^(x)—llha)lV-(,r) 
S(x-T-a) 6{x— a)= .7^^ — ^ ■ — 9 



(I) 



\\{x -T a) l\{x — a) = 

Si(x — a)Si{x — a ) = 
Ui(t -.- a)Ui{x — a) = 



SHo)U^(x)— U^(a)Si(x) 

«Ho) 
e;(^)e«(:r)— H|(a)Hi(.r) 



Désignons d'abord par n un nombre impair, et considérons 
les fonctions 0(/i.r) et 



/(x)=n;e 



9. m K 2 m K ^ — i 

X-i -J }y 

n n 



dans laquelle m et ni' doivent prendre toutes les valeurs 

., . 71 — l.,/î I.|. 

cînliorcs comprises entre et H inclusivemonr. 

* '2 2, 
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valeurs qui foamîssent alors n- facteurs au produit 1 1. Lo> 
deux fonctions en question satisfont aux relations 

elles ont les mêmes zéros : donc leur rapport est à la fois 
doublement périodique et toujours fini, donc il est constant : 
on a donc 



114.^ .*x^îà . -: 



_ .-fT_, amK am K \ -i. 

©i/ix =A||eix i: 

J. 1. /i n 

\ faisant alors usage de la première des formules i •, en gjou- 
k pant convenablement les facteurs du second membre, on 
trouve 



e(/ix)e«'-».o 



= e<x.l II e^x - 







on trouve de même 



BUT " ".— -HHx. 



2wiK am'K' V — 



Al 



_" iP(x. . 



Hi(/iar)e«*-«(o) 



= H,(x;f|| eî(x 



) — 



/ 2mK 9./yrK'v^-i \ 1 
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Par division, on déduit de ces formules snnx, cnnx el 
dnnx^ et l^on voit que ces quantités sont de la forme 

snnx = snx ^.f cn/ia? = cnx ^,> annx = dnx :r,y 
V V \ 

P, Q, II, V désignant des polynômes en snar de degré n^ — \- 
Si n est un nombre pair 2 m, en vertu des formules 

^sniicnudiiu 

sn2it= y- — r — , 

1 — A'sn*a 



(Inm = 



en* a — sii*udn*a 
I - - A* sn* u 

dn* u — A* en* u sn* u 



I - - A* sn* u 



1 — X*sn*u 



on voit que 



9nx cnx dnxV 
sn 7.mx = > 

^ A ^ 

cn^mx=—9 anamiF=y 

P sera du degré 4''^^ — 4» Q» i^» V seront du degré 4'''' 
en snj:. 

XXXI. — Multiplication des fonctions elliptiques. 

Proposons-nous d'évaluer sn//?;r en fonction de sn J*. Nou? 
distinguerons deux cas, suivant que m sera pair ou impair. 

Premier vas : m impair. — Les périodes de snw.r sont 

^K 5iK'v^— • • n • •). /-I-I ^ , ai' -4-1 ,., — 

— et > ses infinis sont •>. K-H Kv— •• 

rn ni m m ^ 

ses zéros Les zéros et ces infinis sont a" 

m m 

nombre de :>. m^. 

On peut grouper les zéros deux à deux, de manière que 

leur somme fasse 2K; on peut également grouper les infinie 

deux à deux, de manière que leur somme fasse 2K; soient 

ai, a'j, ao, a'^. ... les infinis K'y — i et 2 K -{- ¥J ^ — 1 excep' 
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it, a\j a2j ct^, ... les zéros o et 2 A* exceptés. Suppo- 
z, 4- a'j = 2R, a2 4- a'j = 2 K, ... flj H- a\ = 2K, ... ; 
(lérons enfin les polynômes 

P = (sna? — SQai ). . .(snj: — snam'-i ), 

notion ". a les mêmes zéros et les mêmes infinis que 
r^ donc, en appelant C une constante, 

wx s'exprime rationnellement en sna:. On peut déter- 
r la constante C en écrivant 











snmx 


= 


C 


P 

—— m 

Q 








snx 




n 


fait X 


— o, 


on a 


















m 


-C 


snaisn 


«» 


• • 


. sn Um* 


-1 


• 




sn2|Sn 


«î 


• • 


' snï/ni- 


-1 


9 


C 


est connu. 

















cxiÈME CAS : m est pair. — Les infinis de sn mz peuvent 
urs être groupés de façon que la somme des deux infinis 
même groupe fasse 2K; aucun de ces infinis ne peut 

îgal àK' y/ — 1 ou à 2K 4- K'y — I ; cette fois snmz n'a 

infini commun avec sn J?. 

)upons les zéros comme tout à l'heure ; les zéros étant 

torme — — j y/ — i, ils pourront devenir equiva- 

à o ou à 2K qui sont les zéros de sn;r; si l'on a i'=^o 
= ou 1=0 et i = nij les zéros de sn'x^cnxànx 

K, 3K, K -f- K'y^— 1 , 3K 4- K'y/ — i ; ceux de snmx 

.11., .m 3/71 .# 

ont leur devenir égaux pour « = — ou -;— avec 1=0 

= — • Formons alors les polynômes 

U = (sna? — snai). . . («nar — %iïam}^\), 
V = (snx — snaj) (snjF — sni/nO? 
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les quatre zéros communs à snmx et à sn'x ou à snx ne 
fîgurant pas dans U, et considérons l'expression 

U 

^ sn27sn x; 

elle a les mêmes zéros et les mêmes inGnis que snnix : donc 

snmx = C ^ snxsn X, 

C désignant une constante facile à calculer. 

11 est facile de voir que les polynômes P, Q, U, V ne con- 
tiennent que des puissances paires de snx, carsnma; est fonc> 
tion impaire de sujC. 

XXXII. - Méthode d'Âbel. 



sn/7?westde la forme ^ ou ^ y (1 — J^'^){i — A'^jc-*), suivant 

que m est impair ou pair, P et Q désignant des polynômes 
entiers en :r = snu. Abel a indiqué deux équations différen- 
tielles auxquelles satisfont les polynômes P et Q et qui per- 
mettent alors de trouver ces polynômes par la méthode des 
coefficients indéterminés. Posons 

on a 



du — 



du- -— dy -— 



v/(-î)f-''?) V(-T")(-"f' 



ou bien, en posant A" -f- y = 9. a, 

dx dy 



^T^ '2%T^ -+- x'* m y/i — '1 OLY^ -+- y^ 
ou 

I dyy- 

\~r') (i — "itx"'-^ x^) — m^(i — T.oLy^-^y^) — 
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en différen liant, ii vient 

maintenant posons, en supposant m impair, 

V 

y = 

nous aurons 



I — ^aar^H- 



■"•=<<' 



-î'-"— )[QS?-(2)']-'<--')«2---.i,:r 

P et Q sont des polynômes premiers entre eux; réqualioii 

précédente doit donc se réduire à une égalité entre deux 

polynômes entiers du second dcj^^ré, et Ton peut ajouter que 

ces polynômes sont pairs. Eu faisant jr = o et x = oo, on voit 

<iue chacun des deux membres de la formule précédente est 

égalàm^x^; on a donc 

dV 

ri C\ 

cLx 

*^rsque m est pair, on peut encore poser j^ ^^ o" ' ^^^^ alors 
^ ne sera plus un polynôme entier, mais Lien le produit d'un 

polynôme entier par le radical \ i — i>.ax^-r x^\ néanmoins 
"n i*disonnement analogue à celui que nous venons de pré- 
^cnter prouve que Pet Q satisfont aux mômes équations diffé- 
rentielles. 
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XIXIII. — Intégration des fonctions doublement périodipes. 

Les fonctions doublement périodiques sont intégrables pa 
les fonctions B. Pour le démontrer, considérons une foncllo 
F{x) aux périodes w etw; soit 9 une fonction, telle que 

IOCj- -h (o) = e(ar)ca'+«', 
e{x-+-TîT) = e(ar)e*'-^', 
a m — 6 oi =; 2 * TU v^ — I . 

Si l'on considère l'intégrale 

prise le long d'un parallélogramme des périodes ayant s 
origine en un point ^o? ^^ '» trouvera égale à 

27:/— tXo L^(^o--w-t-;!— :r) Ô (Xo -r- -= — x J ' 

< )r de (i) l'on tire 



a, 



0(j"-i-w) 0(x) 



rinlcgrale (2) devient alors 

^7-:^_- / ^^F(;;)^;; — : / aY(,z)dz, 

quantité indépendante de Xq que nous appellerons G. D 
autre côté, rinlégralc (2) est égale à la somme des résic 

de Y( z) ■^-- — — Si la fonction est alors choisie du prem 
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ordre et de manière à s'annuler pour z = x, le résidu relatif 
àjc sera F(a:), et l'on aura 

la double parenthèse indiquant que le résidu est relatif aux 
seuls infinis de la fonction F(z); soit a un infini de cette 

fonction, on aura, en supposant F(c)= -t^~ — -y 



OQ 



formule facilement intégrable par rapport à x. 

La méthode que nous venons d'indiquer est due à M. Ilcr- 
nûte, et nous allons bientôt en faire des applications. Disons 
toutefois que le calcul d'une intégrale peut être assez simple 
CD lui-même, pour n'avoir pas besoin de recourir au procédé 
que nous venons de rapporter; ainsi, par exemple, on a 

I snxax= I — -■■ ._ — - - » 

^^ posant snx = w; si alors on prend pour variable 5 = w^, 
^^ trouve 

'^ * intégration s'effectue sans difficulté. 

XKXI7. — Cas où les périodes de la fonction à intégrer 

sont 2K et 2K'/^. 

^i la fonction /{z) a pour périodes 2K et 2K'^ — i , l'in- 
^égi^ale 
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prise le long du parallélogramme des périodes, a une valeur 
coDstanle C, cl cette constante est égale au résidu 

ou, en appelant a<, a^, ... les infinis de /(s), 

en posant, pour abréger, /(5) = 0(3)^3 — a)", n désignant 
Tordre de multiplicité de l'infini a. 

On voit ainsi quey"(j?) est développable en une suite de la 
forme 

éminemment propre à l'intégration : C, A, B, ... sont des 
coefficients à déterminer; quant aux coefficients A, ils satis- 
font à la relation 

en cfTel S.V est le résidu Aq f[z) relatif au parallélogramme 
(les périodes. 

Si la fonction y avait des points essentiels, son développe- 
ment se ferait d'une manière analogue, mais il se présenterait 
sous la forme d'une série; pour rellectuer, il faudrait se don- 
ner la nature des points essentiels [voir § 28). 



XXXV. — De l'intégrale elliptique de seconde espèce 

L'intégrale elliptique de seconde espèce 

r ''■ x'^ f/x 

X v^u -^•- /'T"-^ ^^^ 

se transforme en 



•2) 
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quand on y remplace x parsnj::, et c'est cette intégrale que 
nous allons étudier. 

Décomposons à cet effet sn^o: en cléments simples par la 

méthode de M. Hermite. Ses périodes étant 2K et i¥J yj — 1 , 
on posera 

r ' r • \\'iz — x) 
C = 1 sn*a7 -u—: ^ "-5» 

l'intégrale étant prise le long d'un parallélogramme des 
périodes, et, comme H (5 — x) n'a qu'un zéro x, on aura 



Or on a 



C=sn«a?-h /«'sn*;:)) -.-."V 



\V{z^x) 



Z — X) 



snx 






sn*;2: n'a qu'un infini, mais il est double, et il est égal à K\/ — 1 . 

En changeant x en Ky/ — i -\- h dans la formule précédente, 
€)n trouve 



sn(Kv/— J-+-A) = 



sfk e(K'v/-i-T-/*; ^it "(/*/ 



le résidu qui entre dans la formule (1) est le coefficient de -^ 
dans le développement de 



sn*(K/ — i-h h) 



H'(K/--i— rr-+-/0 



ou de 

or la limite de ^ pour /i = o étant un, le résidu cherché 



sera 



I d eï.r) _ I ^'(T)i^'( T) —^'^(T) ^ 

¥ dx âfx) "" X* en^; 



a88 cbàpitbb thi. 

on aura donc 

I er(x)e'(x)-e'Hx) 

C = sa«x-H ^, ^^^ 

et, pour a: =: o, 



^^ k* e«(o/ 



d'où ron lire 



e«(o) ^*(^) 

Si Ton intègre et si l'on pose 






on a finalement l'expression que Jacobi appelle l'intégrale de 
seconde espèce Z(j:), à savoir 

La fonction Z(j;) est donc monodrome et moDOgène et 
s'exprime au moyen de la fonction B; réciproquement on 
peut avoir B en fonction de Tj{x). En effet, de l'équation 
précédente on lire 

cl, par suite, 

'^ "^° -* e(o)' 



Z<fx 



XXXVI. — Addition des fonctions de deuxième espèce. 
On a trouvé, en posant 'C = --- — i 

Z(x)= I k^ sn^ X dx = llx --: 
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on en conclut 

donc 

ou bien 

Z(x-.^)^Z(x-,)-.Z(x) = -^iog ^(^^r)y-A 

Or on a trouvé (p. ^69) 

la formule précédente devient alors 

où nous avons introduit sous le sierne -7- la constante ^rrr^ ; 
en ayant égard aux formules qui donnent sno; (p. 262), on a 

Z{x-^y) -7- Z{x —y) — 2Z(x) = — — log(i — X:*sn*j:sn*^) 
ou, finalement, 

Changeons j; en j^ et j^ en x, en observant que 

Z(-ar) = -Z(a;), 
on a 

L. — Traité d*Analy te, IV. 19 



290 CHAPITRE VIII. 

en combinant cette formule avec la précédente, il vient 

k^snxsny(snycnxdnT -h sn^rdn^cn y) 
ou bien 

(i) Z(jF-4-j) = Z{x) -{- Z(jr) -^ k^snx sny sn(x -h^). 

C'est dans cette formule que consiste le théorème de l'addi- 
tion des fonctions de seconde espèce. On en déduit, en chan- 
geant j^ en —y, 

Z(a^ — ^) = Z(a?) — Z(y) — Ar^snarsn^ sn(a? —y). 

Ces formules, comme on le verra, sont susceptibles d^une in- 
terprétation géométrique remarquable. 



XXXVII. — Intégrale elliptique de troisième espèce. 

L'intégrale de troisième espèce, que Ton peut mettre sous 
la forme 



f 



1^ i — n^^i y/(^i_;:«^(,_^i^î/ 
prend la forme suivante quand on y fait iî=:sna;et/i = Arsna: 



■^ ^.rsn'a^ 



/- 

^ 

Pour obtenir sa valeur, nous décomposerons 7- — — 

en éléments simples; à cet effet, nous poserons 

~J 9-^/117 I — X:*sn*asn*^ H (-5 — a?)' 

la fonction ~ — r— ayant pour périodes 2 K et 2 KV^ — 1 , 

si l'on suppose l'intégrale prise le long d'un parallélogramme 
des périodes, la quantité C sera constante et l'on aura, en 
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f observant que H(z — x) s'annule seulemenl pour zz= x, 

^ _ sn*jr p sn*5 U'iz — x) 

I — k^sn^asn^x ^((i — k^sn^asn^z)) ll{z — x)' 

Pour évaluer le résidu qui figure ici, nous commencerons 
par résoudre l'équation 



1 — A* sn'a sn*;: = o, 



que l'on peut écrire 



X«sn«a = 



sn*^ 



= x- 



S^(z) __ Ui(z-hK's/^) 



liHz) 



= k 



e«(z-+-KV~i) 



OU 

on tire de là 
d'où l'on conclut 



sn'a = sn'(>s -t- K'v/— Oj 



sn 



a~±:sn(z'^K' v^— i), 



= =h a -+- K' y/— i ; 



le résidu que nous cherchons sera alors 

L-^7 — kV^ H'(z--t)\ ,. r^-i-a — K'v/^ , ll'(z-x) 

[1 — >t*sn»asn*.5 H(^ — a:)J L i — A:*sn*a sn*^ U{z — x) 

OU, au signe près, 

^ sn«(a -t-KV^ i r(a-l-K^/=^?--:r) 

UD«a CD (a -T- K' v/=7)dn(a -h K' /^T) n(a -+- K' Z^- x) 

sn«(a-- K' y/£T^ II' ( - g 4- K V~ 7 ~ x ) 

aX:» sn«a cn(a — K'v/-^)dn(a — K'/-^) n(— a -h K'v/— î — ^) 



ou enfin 



2k*snacnadna\^6{x — a) S(x ~\- a)\* 



on en conclut 



sn^y I re'( x — a) __ ^'{T-^ny \ 

^"^ , — A:* sn» a sn'a: aAr'sna cna dna [ B(ar — «) e(j:-»-a)J 
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Pour :r = o, on trouve 



G = --2 



6(a) 2/:*saacDadna' 
on en conclut 

• ^ 



I — A:«sn*asn*j? e(j7 — a) e{x-ha) e{a) 

et, par suite, 

Jr' k^snacnadnasn^T __ xS'(a) ,. S(x — a) 
[ I — A«sn«asa»a7 "^ "" e(a) "*"'*' *^^e(x -r- a)' 

On voit, en résumé, que toutes les fonctions elliptiques dé 
pendent d'une seule et même fonction B. 
Si Ton pose, avec Jacobi, 

(i) U(Xja)= I j-r — dxy 

la formule précédente s'écrira 

/ N «/ V x6'(a) , , e(x — a) 

et, en changeant x en a et a en jt, 

en soustrayant ces deux équations Tune de l'autre, on a 

11/ N n/ ^ ^e'(a) ae\x) 

II(^,a)-Il(a,x)=— ■---^-^, 

ce que Ton peut encore écrire 

\l{Xj a) — U(aj x) = xZ{a) — aZ{x). 

C'est dans ces dernières égalités que consiste ce que l'oi 
appelle Y échange du paramètre et de ^argument. 

Si l'on divise les deux membres de (1) par a et si l'on fai 
a = 0, on trouve 
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c'est-à-dire 

. iim5(^=z(x). 

La formule (2) donne alors la formule du paragraphe pré- 
cédent . 

z(.)=ç.-.iiog|i£;. 

XXXYIII. — Intégrales complètes. 

Les quantités 

J= r k*sn^xdx = Z(K), 

Jq 

s^appellent les intégrales complètes de seconde espèce; si, 
dans la formule 

^ ^ ^ e{x)' 

on fait â? = K, on a 

(a) J = ÎK; 



si, dans la même formule, on fait x== K + K'y/ — i, on a 

or 

d'où _ 

e(arH-KV^) ~ »(^) a*^ 

ety en faisant x = K, 

e'(K-f-K^v/^) ^ H^(K) tt/ITT 




M>4 IHaPïTII Fin. 

Ehiac b iiinne 






i » — : = ,«L » — i — 



ff fc _ -r^p — t 



M-ài5, ii t'^a forme Li •ieri'véfs de H x et aue Ion ^ fj 
X = R, oa tr:(r»e H R =r o : fca*: 



I » — L = ;k»— i — 



^» — I 



oa 



' = ''-ïk 



il l'on rapprocke cette équation de (a > et si Von élimine Z. 

relation remarquable entre les intégrales complètes. 
Il est facile de toît d*aillears qoe 

Z jr — iK =Z -r — iJ. 
Z-r— iK%— i =Zx. — 2I % — I. 

Si. dans IViipialion 

n T. a — n a, T = aZ' T — xZ[ a). 



on fait jr = K€tx=R — R\ — i.en posant DR, a = 
n'R — R\ — i-'î ' — n R,a} = n\ — 1 et en observant 



U a. K; ='} et n- c. K— K V — i ,> = o, 

on a 

n = n'K, av=aJ — KZa), 

en combinant ces équations de manière à éliminer 7.ya) 
trouve,, en vertu de (3), 

Kn'-nK'= ^' 



'2 
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XXXIX. — Les fonctions Al de Weierstrass. 
Reprenons la formule 



on en tire 



f. 



Z{x)dx = Ç logr---- 



et 



.-/ 



e(o) 



C'est cette fonction que M. Weierstrass désigne par Al (x) : 
il pose 



Al,ar= Alarsnar = e"^T "(^) J^, 



Als:r= \\x cnx 



~^ e(o) y k 



on a alors 



WiX^KXxànx =r'^T^^)/r; 

e(o) 



Al|ar-f- Alîar=Al«a:, 
Alj4:-H^»Alîar = Al«a:. 

Les fonctions Al ne sont plus périodiques, mais elles appar- 
tiennent encore à la classe des fonctions auxiliaires ou fonc- 
tions thêta. Les formules relatives aux fonctions B donnent 

Al (ar-f-2K)= AI xe-^^-^^\ 
AI,(ar -+- 2K) = — W^x e-'^^'-^^^ 
Al,(ar -f- aK) = — Al,ar e-^^'^^\ 
Al,(ar -t- aK) = Al,ar e-«(^«", 

Al (ar-+-2K'/=T) = — Al are-«JV^<'-^KV^>, 
Al, (ar -h 2K'/=T) = - Al.xé? -U'/^îU+K'/tt), 
Al,(ar -h 2K'/=T) = AIj^t^-î'V^K'+kV^ï), 
Al, (^ -+- 2 K' ^^) = Al,x e-«JV=ï('^"^V^ > 




âge 
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XL. — Utilité des fonctions Al pour le déyeloppement 

en série. 

Les fonctions B sont développables en séries ordonnées sut 
vant les puissances croissantes de x^ mais ces fonctions 
loin de se développer aussi facilement que les fonctions Al,' 
dans le développement desquelles le module entre sous forme; 
entière. Pour effectuer le développement des fonctions Al, 
part d^équations linéaires que nous allons d'abord établir. 

On a trouvé 



donc 









-4- A:*sn*a? = Ç; 



si, dans cette formule, on remplace x par j? + K, 
on a les formules suivantes : 



— A'sn*x = 



rf»loge(a:) 






y 



sn*j; 



5ï* 



dn*x 

ZVL^X 



V 






En introduisant alors les fonctions Al, on a 



(a) 



Al 
Al, 
Alt 
AK 



^îAli 
rf^Al, 
^'Als 






m' 

\ dx ) 



Al« 

Alî 

A-»A1Î 



= o. 



= o, 



= o, 



= 



m DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉIIODIQUES. 297 

■ Ces équations du second ordre sonl éminemment propres au 

développement en série par la formule de Taylor, car on peut 
en déduire.les dérivées successives des Al; nous n'eflectue- 
rons pas ce développement, nous ferons seulement observer 
que les coefQcients du développement sont des polynômes 
entiers en k^ (p. 127). 
Si, entre l'équation 

rfîlogO ... 



OU 

rfïIojrAI 



-+■ k^sn^x = 



et 

5n'*jr = ( I — sn*x;(i — A* sn*a: ), 

on élimine snx, on aura 

/d^uy ,d^u/ d*u\/,^ d^u\ 

u désignant logAl(j:). En faisant ^-j = v, on a 

— - =av/(i-r-v*)(i -hA:»v»^ 
dx 

et les quatre fonctions — ?5i ' satisfont à cette équation 



XLI. — Expiations aux dérivées partielles. 
On a 



B{x) = l — 2q COS-rr- H-27*C0S-|T 



• n'Tzx 



K 
on en conclut 

ôB 21T . ^x 4''* t 



a ira? 

"i • • • j 






2qS chapitre yui. 

D*un autre côlé, on a 

ÔS Tzx , . ara: 

7 -r- = — aûrcos-pr- -4-2.47*cos— p . . . 

^ dq ^ K ^^ K 

X . 7.t:x \ T.qx <^K^ 



— I 2^ ^*'*"k' — ^7 î^ sin — jT— . . . I 



K5 t^<7' 
il CD résulte 

de _ _/^y ^__ 5^ £K de, 

si Ton remplace par Al, on trouve alors 

d'Al ,, dAl /,„dAl ,, , ., 
ôx* ôx ok 

On arrive d^une façon analogue à des équations diOerentielh 
pour Al|, AI2, AI3, ne différant de celles-ci que par le de 
nier terme qui, au lieu d'être k^z^P^^ est 

(A-'»-+- A:»ar»)AIi, (i -h A:»a:«)Al„ (A* -4- A-«ar») AI3. 
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FONCTIONS MODUUIRES, 



I. — Éqoations différentielles entre les périodes. 



Désignons par A le radical y/(i — -P";(i — k'^x'^) et posons 



rdx rx^d 



les intégrales étant prises le long d'un contour fermé conte- 
nant deux des zéros de A, on aura 



(I) 



l du _ . rdx y* 

\ dk " J "a" T^t^t 

I dv __ . rdx x^ 



k*x* 
De Téquation identique 

d x(i-^x^) _ l^J^ _ A'»x« 
dx Â ~ A (I — X:<x»)A' 

en vertu de (i), on tire, en intégrant, 

(a) o=a-.^^5jf; 

d ^ailleurs on a, en vertu de (i), 

. -» N du ,^dç , 
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Ces formules (2) et (3) conduisent aux équations du seci 
ordre 



Les équations (4) et (5) sont satisfaites quand on rempla 
par une période quelconque de Tintégrale elliptique de 
mière espèce, et v par une période de l'intégrale de sec 
espèce. Ainsi, par exemple, A et B désignant deux const; 
arbitraires, AK -i- BK' sera l'intégrale générale de (4). 
Reprenons Téquation (3) et écrivons-la ainsi 

du A' 
si Ton pose successivement dans cette formule 

Û 

r * T^ dx r^ j 

V = / = 1 sn* jr dx = -v-^ , 



M = K 



et 



J . , />K^KVrî 



J'v/- 






M = /— I , 



on aura 



^K k 



dA 
dK' 



^,-7r^[^~'A^)'' 



dk 
et, en remplaçant J et J' par leurs valeurs {a) et {b) (p. 



dK 

dk 

dK! 



t ~ A'i\ ^ A* 2KAV' 
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réiimînation de ^ entre ces deux formules fournit la relation 
très importante 



(6) 



K^^' — K^' _ _K_ 
dk ~ XA *' 



dont nous aurons bientôt roccasion de nous ser\ir. 



II. — Définition et propriétés des fonctions modnlaires. 

Nous avons trouvé (p. 209) entre les modules et les périodes 
les relations 



(0 



; ^ "~ e,(o) ~ 6,(0; ~ K\ — q )*'M — q^)^{\ — q^)^. . . 



\ 






(2) 



\ ^ "" e,(o) "■ 6,(0) ~ .i-7;«u — 7V(i — ^V... 



_ np*n -^p*f^(i — p^)^(i — />•>'. 



I^ 'ailleurs, si l'on fait -^ = p et si Ton pose 



(3> 



U(?)= 



^q^i I — q^)ii-^ ^*/' — 7*».'. . 
( I -r- 7 ;ù — ^'V I — 7* » . . . 



U) 



4'(?) = 



{\ — q){i-r-q^){\ — q*)... 
_ ^p* ( i -^ p^)( i -^ p'*)(\ ^ p^). .. 



on aura 



X«=:çVsp et X'î = •!.».:>;; 



'' ne faut pas d'ailleurs oublier que 



(5) 



-Sr- 



p = e ^ = c 



3o2 CHAPITRE IX. 

Les fonctions <p cl ^ sont ce que Ton appelle les fonctions 
modulaires. Elles ont été étudiées par M. Hemnle {^Comptes 
rendus de l* Académie des Sciences, i858). Liouville s'était 
occupé, dès 1840, des fonctions Kct K' considérées comme 
fonctions de k^ {Comptes rendus de VA cadémie des Sciences, 
1840; reproduit dans son Journal, même année); il a prouvé 
que ces fonctions ne sauraient être réductibles aux fonctions 
algébriques. 

Première propriété. — Les fonctions modulaires sont 
monodromes et monogènes dans toute l'étendue du demi- 
plan situé à droite de l'axe des y ; elles ne sont pas définies 
pour les valeurs de situées à gauche de cet axe; le point 
à V infini est un point essentiel, 

G^est ce qui résulte de leur définition même par les équa- 
tions (3) et (4). 

Deuxième PROPRIÉTÉ. — Si Ton écrit les formules (3) et (î) 
en mettant à la place de/> et ^ leurs valeurs (5), on voit que 
l'on a 

Troisième propriétf.. — On a évidemment aussi 

, _, -!i£Iq(p) 

q1o-^v'-i) = c » -\-r- 
et, par conséquent, 

il en résullc que cp(o) ^e reproduit au fadeur e * près, 
quand on change en p -^ o. y/ — 1 : donc ^^{^) a pour pé- 
riode 1 \j — I . 

Quatrième propriété. — On a 

^(p _^_ /=.-[) =_i_, i>(p4-v/=7) = 4;(p); 
donc ^{^) a pour période 2 y/ — i. 
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Cinquième propriété. — Quand on remplace dans le calcul 
de k les périodes 4K et aK'v/— i par d'autres périodes ellip- 
liques, k conserve la même valeur^ donc, quand on pose 

Pl= — > 



on a 



2m -Hi -7- uni p ^ — 



m. — Fonctions modulaires inverses. 



Nous poserons 



! et nous en déduirons 



iSl' 'i \ ^^ 



«p»! p ) = X, 



= mix). 



Voici maintenant quelles vont être les propriétés de cette 

fonction cj(j:). Cette fonction est égale à y» K.' <^t K étant 
donnés par les formules 



dz 



ffz 



où A:* = x. 

K et K' sont des fonctions sjnectiques de A^ = x quand le 

point j? n'est pas contenu dans un contour fermé renfermant 

K' 
Fun des points o, i . Il en est de même de ^r = m( xj. 

Examinons ce qui se passe autour du point o. On peut 
développer R en série ordonnée suivant les puissances de A*^, 
et Ton a 

J /7-_5l\ 2 '2.4 / 
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mais l'équalîon (6) du § L à savoir 

^ ^ ^ dk "* u* • 

divisée par la précédente élevée au carré, donne 






dk "t. ki\-k^)Y \^) ^* •••] 



d'^ 
\\ en résulte que -^ est développable sous la forme 

dk T,\k I 

et que Ton a 

I /, A , X* „ X^ , k\ _ XJ \ 

X'o) po) A, B, ... désignant des constantes. On voit que 

— IÏJ(X}— ?!j(Xo;= -^ log— -T- A r-... 

et, par conséquent, rsi^x^ prend autour du point o une inG- 
nité de valeurs qui se permutent les unes dans les autres 

I r 

comme les valeurs de log--- 

Pour voir comment se comporte la fonction cy(j:) dans le 
voisinage du point j: = i , on développera K' suivant les puis- 
sances de k\ et Ton aura 



K'=-[.-(r;)V«-^...] 



cl, en faisant usage de la formule (A.) déjà employée tout à 
riieure, on trouve 



/ ^ 



dk 
ou 



'■ = aV. h (0*"— J 



« L- 



~"SF =nb-'['^(î) *''-^---J 
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t, en intégrant, 

— Tn{x) — m{Xo) = - log-j — h A -^. . . 

I I — T 

— Ts(x)— Tn(a?o)= — loe h. . ., 

5t nj(jc) se comporte dans le voisinage du point i comme la 
onclion log 

En dehors de ces points o, i, oo, qui sont les seuls points 
rrîtîques de ts5(x), cette fonction n'est jamais nulle ni infinie ; 
1 faudrait en effet, pour qu'il en fût ainsi, que l'on eût K ou 
f = o, car ni K ni K' ne sont jamais infinis, mais 

rael que soitx: donc K ne saurait être nul; pour une raison 

K' 
analogue, K' ne peut pas s'annuler; donc tjs(x)= ^ ne peut 

s'annuler non plus. c. q. f. d. 

IV. — Théorème de M. Picard. 

Théorème I. — Soit G{x) une fonction synectiqiie dans 
toute détendue du plan, mais possédant un point essentiel 
il Uinjini; si a et b sont des nombres tels qu'il n'existe pas 
de vcileur finie de Xy telle que l'on ait G{x)= a, G{x)= 6, 
la /onction G(x) se réduira à une constante. 

On peut, sans nuire à la généralité, supposer a = o, 6 = i ; 
car. si y"("^) ^^^ ^^^ fonction qui ne passe ni par la valeur. a 

ni par la valeur 6, il existera une fonction G(:r)= ^ . __ — 

qui ne passera ni par la valeur o ni par la valeur i pour des 
valeurs finies de x. Nous sommes donc ramenés à démontrer 
que, si une fonction G(;r) ne passe ni par la valeur o ni par 
la valeur i , elle est constante. 

A cet eflFet, considérons la fonction TO[G(:r)], ^{z) désl- 
L. — Traité d'Analyse, IV. 20 
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gnant la fonction modulaire inverse étudiée au paragraphe: 
précédent. Cette fonction ^[G(j:)] est monodrome; en effet|. 
G(:r) ne devient jamais égale à o ou i . Alors, quand le pointx 
décrit un contour fermé C, le point w[G( J:)] décrit un con- 
tour correspondant G'; si Ton suppose que le contour G se 
déforme et devienne infiniment petit, le contour C se déforme 
aussi sans jamais franchir les points o, i et devient lui-même 
infiniment petit. Les valeurs initiale et finale de G(jr)etde 
i3[G(x)] sont restées les mêmes, et comme, en dernier lieii| 
elles sont infiniment peu différentes, il faut qu'elles soient 
restées les mêmes : le contour G' est donc fermé, et la fonc- 
tion ^[G(a:)] est monodrome dans toute Tétendue du plan. 
Mais la fonction ^-^icxi] ^g^ synectique dans toute Tétendne^ 
du plan ; comme tît[G(x)], elle a un module toujours inférieur 
à un, puisque la fonction t<t a sa partie réelle positive; donc 
g-cjiGfX)]^ ayant un module toujours inférieur à une quantité 
finie, est une constante; donc ^[G(j:)] est une constante, 
donc enfin G(x) se réduit aussi à une constante. 

c. Q. F. D. 

Théorème H. — Soit/{x) une /onction qui n'a d'autres 
points singuliers à distance Jinie que des pôles et qui est 
d'ailleurs toujours monodrome et monogène : il ne peut y 
avoir plus de deux valeurs Jinies a et b que f{x) ne puisse 
prendre pour des valeurs Jinies de x. 

Si la roucliony* n'a que des pôles, elle peut se mettre sous 

c ( r\ 

la forme /(x)= !* — > G| et Gj désignant des fonctions 

synecli(|ues clans toute rélendue du plan (t. III, p. S^i); 

or, /(x) ne passant ni par la valeur a ni par la valeur 6, on 

naura jamais 

d -rtGi = o, G| — 6 Gj = o : 

donc on peut poser 

Gi- a Gi= c'', Gi — 6 Gj = e^y 
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P et Q désignant des fonctions sjnecliques dans toute 
retendue du plan; par suite, 

be^^ae^ ^ e^ — eQ 

b — a ' b — a 

€t 

be^ — aei^ 

Je dis maintenant que Ton peut satisfaire à Téqualion 

be^ — ffg tt a — c 

— 5 - = c ou e»*-^ = , , 

e^— e^ b — c 

c'est-à-dire que l'on peut prendre f{x) égal à c. Comme a, 

6, c sont des nombres différents, 7 n'est ni nul ni inOni ; 

■ b — c ' 

CD le désignant par â, l'équation précédente donne 

P — Q = log A — ^mT, v/^. 

Or la fonction P — Q n'a qu'un point critique au plus et à 
Finfini, il n'y a qu^une valeur qu'elle ne puisse prendre; elle 

pourra donc prendre l'une des valeurs de log A 4- 2/727: ^ — 1 
à moins d'être constante, mais alors la fonction /{x) elle- 
même serait une constante; donc, etc. c. g. F. D. 

Ces deux théorèmes ont été démontrés par M. Picard 
(Annales de V Ecole Normale, 2* série, t. IX; 1880) qui 
leur a donné une certaine extension. Il serait bien à désirer 
que Ton affranchît leur démonstration de la considération 
[ des fonctions elliptiques. 

¥. « Sur le problème de la trans^rmation. 

Le problème de la transformation, tel que l'a posé Jacobi 
dans les Fundamenta nova, semble surtout avoir pour but 
la simplification des intégrales elliptiques et leur réduction 
aux types définitifs, canoniques, si je puis m'exprimer ainsi ; 
aiais le problème de la transformation conduit à l'étude des 
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fondions elliptiques, considérées comme fonctions du mo- 
dule. 

Nous restreindrons le problème de la transformation au cas 
particulier que voici : 



(1) 





Etant donnée V équation différentielle 

dx dy 



trouver dans quels cas y peut être fonction algébrique 
dex et, quand y est fonction algébrique deXy déterminer 
cette fonction. 

C'est A.bel qui a posé la question en ces termes et qui a 
donné en même temps les moyens de la résoudre; Jacobi 
supposait seulement, comme on se le rappelle, j^ fonctico 
rationnelle de .r. Si nous désignons, pour abréger, par A(j:, k) 

le radical y/(i — ^^)(i — ^"^^')î Téqualion (i) donnera, en 
appelant a une constante et en égalant chacun de ses deui 
membres à dz^ 

_/•' d.r _ r^ dy 1_ 

^"Jo A^^j:-, k) ~ J^ J^i^y, kx)" gi' 

d'où l'on lire 

x = !?n(^, k), y =sn(^i;;-T-!X, X, ). 

Le problème de la transformation, tel qu'il a été posé par 
Abel, peut donc s'énoncer ainsi : 

Etant donne un module Â", déterminer un nouveau mo- 
dule k'i , tel que sn(^', z -\- ol, A , ) soit lié à sn(z, A) au moyen 
dUine équation algchrique. 

Nous nous occuperons seulement du casoùsn(^,z; -i-a, ki) 
peut s'exprimer rationnellement en fonction de sn(.s, k) 
ou snZy auquel nous adjoindrons cnz et dur. 

Ainsi, en définitive, le problème de la transformation pour 
nous va consister à : 

Calculer sn{g^z^ Â,), CD{g^z,k^), dn(^,x;, A«), en fonc- 
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tion rationnelle de so(<3, Ar), cn(;:, A), àn{z^ A), toutes les 
fois que ce sera possible, et à déterminer les cas dans les- 
quels la solution est possible. 

VI. — Réduction du problème. 



Désignons par 4K. et ^ls>!^ — i un système de périodes 
: elliptiques (p. 262) commun aux trois fonctions sn(x, A), 

cn(j?, Ar), dn(:r, Ar), et par 4K.|, 4K.'iV — * "° système de 
périodes elliptiques commun aux trois fonctions sn(^i x^ k^ ), 
cii(^i j;, Ati), dn(^iX, Ati). Les dernières fonctions devant 
s^exprimer rationnellement au moyen des premières, il faudra 
que Fon ait, a, 6, a', U désignant des entiers, 

K' /^ = a K, -r- 6' K', /^, 

i . . K' K' . 

el, si Ton suppose les parties réelles des rapports ^ 9 ~ posi- 
tives , 

ab'—ba'=-. 

sera positif. 

Pour résoudre le problème de la transformation, nous le 
décomposerons en d'autres plus simples. 

Soient D le plus grand commun diviseur de a et 6, et r- = 2, 
1^ = ^; soient ad et p' deux entiers satisfaisant à 

Posons 

K; /=1 = x'K,-^ 3'K', )/^; 
on en déduira 

et, par conséquent, 

K = DK2, 

K'/^ = (a'?'-6V)Kj-4-(26'-?a')K;/=^- 
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Il résulte de là que Ton pourra efiectuer la transformation 
en plusieurs fois et passer successivement des fonctions aux 

périodes 4K.|, 4 ^\ V^ — ' ^^^ fonctions ayant pour périodes 

4K2, 4K.2V/ — I, . . . , aux fonctions ayant pour périodes 4K, 

4K'y/ — I, ces périodes étant liées les unes aux autres par les 
relations 



, , ; K, = aK,-pK,/=l, 

K',v/-i = ï'K,-+-p'K,v/— I, 
Kj = K„ 
(2) 



(3) 



(4) 



K4 = Kj, 
K = DK„ 



Les modules des substitutions (i) et (3) sont égaux à an: 
quant aux substitutions (2) et (4)» elles s'effectuent en con- 
servant une période et en divisant Tautre par un entier; nous 
voilà donc ramenés à étudier deux espèces de transformations : 
1" celles pour lesquelles la substitution entre les périodes est 
unimodulaire; 2® celles dans lesquelles on divise Tune des 
périodes par un nombre entier, et même par un entier pre- 
mier; car celles-là peuvent s'effectuer au moyen de plusieurs 
autres dans lesquelles on divise successivement la même 
période par des nombres premiers. 



VII. — Transformations fournies par des substitutions 
nnimodulaires entre les périodes. 

Les transformations que nous allons étudier correspondent 
à des relations de la forme 






FONCTIONS MODULAIRES. 3ll 

entre les périodes, avec la relation 

Nous les partageroDS en six classes, d'après les restes de la 
division de a, ^, a', ^' par 2 compatibles avec la condition 
at^' — ^x'^ I, qui exige que, si l'un des nombres a, P' est 
divisible par 2, aucun des nombres ^, a' ne le soit et vice 
versa .- 



I'* classe a 

1» a 

M a 

» a 

»» a 



6* 



«, 


p=o, 


0' --^ 0, 


P'=i; 


I> 


p -0, 


a'-u, 


p'.-.!; 


I. 


P-=I, 


«' =; 0, 


?'"i; 


I. 


p=-l, 


a'=— I, 


r-o; 


0, 


p-'. 


a' .s I , 


P'--^i; 


0, 


p-'. 


a ^\, 


p'-o; 



le signe ^ représentant une égalité dans laquelle on a néglige 
les multiples de 2. 

Or je dis que toutes ces transformations se ramènent à la 
première classe; si, en eOet, après avoir efTectué une transfor- 
mation de première classe 



(1) 






on effectue la nouvelle transformation 

K = K„ 

on aura 



(A) 






les nouvelles valeurs des coefficients sont, en négligeant les 
multiples de 2, 

I, o, I, 



i; 



la transformation (A) est donc de seconde classe. On verra 
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(le môme que, si Ton eflcctue une Iransformalion de premiè 
classe, puis la transformation 

on obtiendra une transformation de troisième classe. 

Après avoir effectué une transformation de première, c 
seconde ou de troisième classe, il suffit de faire 

K=K'y:r7, 

pour obtenir respectivement une transformation de sixièm 
de quatrième ou de cinquième classe. 

Ainsi toutes les transformations possibles se ramènent : 

1 " A des transformations de la forme 



K— (2m-f-i)Ki-T-2/iKi /— I, 

KV^ = 2m'K,-f-(2/i'-+-i)K'i/^, 

m -\- n étant divisible par 4, afin que l'on ait 

(2/w -T- i)(2/i'-4- i) — 4/im'= I 

K' K' . 

et que les rapports -.r et -..- soient positifs; 

2^ A des transformations de la forme 



K — Kl -^ K\ v'' — I ou — Kl, 
KV--^ = ï^'i V'^--^ <^" .= Ki-H K'i v/^^; 

3'^ A des transformations de la forme 



K = K'i/— I, 
kV^=Ki; 

4° A des transformations dans lesquelles on multiplie u 
seule période par un nombre premier. 
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¥in. — Méthode générale pour effèctner les transfonnatioiis 

précédentes. 

Considérons une transformation quelconque représentée 
par la substitution unimodulaire 

Appelons 0', H', B',, H^ ce que deviennent les fonctions H, 

H, 0|, H| quand on remplace les périodes 4K. et 4 K.' ^ — i 

par 4K^i et 4^.', y/ — i; les premières fonctions ont les mêmes 
zéros que les secondes. Ainsi 0' a les mêmes zéros que Tune 
des fonctions 0, H, 0|, H, : donc ces fonctions, à l'ordre 
près, sont égales deux à deux, à un facteur exponentiel près de 
la forme (p. 233) 

A, B, C désignant des constantes. Supposons, par exemple, 

les fonctions 0'^ et H sont paires ou impaires : donc elles 
doivent être toutes deux de même parité et B doit être nul. 
Ainsi 

(A) e\(x)=:U{x)e^''-*^; 

donc, en augmentant x de la période 4^^) 

e; (ar 4- 4 a K, -H 4 P K; /=7) = H (a: ) eA('+*K)«-^^ ; 



mais 



r., / X — ^1. — u-»-Ki/-i; 

= e',(a:)e «^. ; 



^/gam 
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donc réqiialion précédente devient 

et, en tenant compte de (A), 
On a donc 

X désignant un entier; on en déduit 

Kl 



ou 



4KKi 

Quant à la constante C, on la déterminera en faisant x ^=o\ 

au nombre iXr. \j — i près, elle est la môme pour les quatre 

formules analogues à (A), et, comme ce nombre sXt: y — i 
peut être négligé, on peut la regarder comme étant la même 
pour les quatre formules en question. 

S'il s*agit d'une transformation de première classe, 0', IF, 
B, , 11'^ sont proportionnels à 6, II, B», H|, car ils ont, en 
vertu des formules 

K = ( 2 m -i- 1 ) Kj -f- 2 71 K'i /— I » 
K'v/^=2m'Ki-f-(2/i'-i-i)K'iv/^, 

les mêmes zéros respectivement ; on a donc 

v//7sn(^,a7, A-,)= v/^sn(a:, k\ 
l/pi cn(^i:r, A,) = l/^ cn(a:, A). 
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Si l^OD fait x = o dans ces deux formules après avoir divisé 
la première par Xj on trouve 

donc A"2 = Âj, ^| = i; alors la transformation ne présente 
rien d^intéressant. 

S'il s^agit d'une transformation dans laquelle on conser\'c 
une période, une méthode analogue montre que gt=z dz k 
et Ar^Arf = I, et que Ton a 





snlkuj j] = Arsnii, 
en [Au, T ) = dnii. 
dn ( Am, t J = en m ; 



S'il s'agit d'une transformation dans laquelle on permute les 
périodes, si Ton pose, par exemple, 



on trouve 



k = k;v/-i, kV=7 = _Ki, 



A? = A'«, ^, = = /3T, 

^ ' 7 / » cn(x, A) 



sn 



^ ' ' cn(x, A) 



IX. — Division d'une période par deux. 

Le problème de la division des périodes pourrait être résolu 
par le théorème de Liouville, puisque, tel que nous l'avons 
présenté, il permet de calculer, par exemple, un sinus am- 
plitude en fonction d'un autre qui a une période m fois plus 
grande, c'est-à-dire, en définitive, ayant avec lui une période 
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commune. Mais on donne ordinairement une autre solution 
de la question. 

Proposons-nous tout d*abord de calculer les fonctions ellip- 

liques relatives aux quantités — et K' en fonction de celles 

qui sont relatives aux quantités K et K'. Soient B^*\ W*\ 
B'/', ir,*' ce que deviennent les fonctions auxiliaires 8, H, 

9| , H| quand on y remplace K par —; soient sni gx^ on, gXj 

dn^gx ce que deviennent par ce même changement snx, 
cn^, dn^; soient enfin A^i et A*, les nouveaux modules. 

Les fonctions 0^*^, 66 1 et HH| satisfont toutes les trois 
aux équations 

e(ar-H2K) = 0(a?), 

Tune déciles est alors une fonction linéaire des deux autres, 

et l'on a 

S^i^(x) = Xe{x)ei(x)-hBU(x)Hiix). 



On déterminera la constante B en faisant x = K!^ — i; 
H(:r) et 6^'^(^) s'annulant, on a B = o et, par suite, la for- 
mule précédente se réduit à 

e'-^\x)= ke{x)ei{x)\ 

en changeant jc en x -1- — ou en :r -h K'y/ — i ou en 

X -{ h K'/— ï* 

•i. 

on obtient le groupe 

e(iH^)-Ae(^)ei(:r), 

id^}\x)--S.^[x^^^ix^^, 
\V'^\x) = k\\{x)\\^{x\ 
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si l'on se reporte alors aux formules d'addiliou (p. 269), on 
peut écrire 

e(i)(ar)=Ae(ar)e,(ar), 

e«(^)e«(x)-H*(^)H«(:r) 
ei»J(ar)=A — 1^-i -Il , 

* ^ ^ e»(o) ' 

Hlt>(ar)= AH(ar)H,(ar), 

e«(^)H«(x)-Hi(^)e«(:r) 

Hi»>(a:) = A — l-ll -il 

* ^ ^ e*(o) 

La constaDte A se déterminerait, par exemple, en faisant 
-a: = o dans la première formule. On tire de ces formules, j)ar 
division, 



V^SDi^a? = k 



sxïx cn.T 
ànx 



Les constaotes ©(-) et H( — ] s'obtiennent en faisant 

X = a= — dans les formules d'addition qui donnent 
•1 * 

8(:r-f- a)8(a: — a) 

et 

0(07 — a)H(a: — a). 

Si l'on divise par x la première formule et si Ton fait 07 = 0, 
on a 

]/Ft^ = A-, 

1/1; = -''^^' 

et le problème de la transformation est encore résolu dans ce 
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"•(") . -(") 



cas. Il reste à calculer ^,, , et ^ \ , » Appelons ces qaan- 

tités X et y y en faisant x = a = — dans la formule (p. 269) 
qui donne 8(^ — a)S{x -i- a)] on trouve 

e(K) , , I 

la formule (2) (p. 9.06) donne ensuite 






r / I A-* \ X I -4- A-' 



d'où l'on tire :r ely en fonction de k et Ar' si l'on y tient. 

La division de l'autre période par 2 s'effectue d'une façon 
analogue : appelons B^*\ H^*^, 0|*', H^*' ce que deviennent 

les fonctions auxiliaires quand on remplace K' par — Les 
fonctions 



Cl 



satisfont aux é(|uations 



on a donc 



^){x-^ iK)^. i)(jru 
0(./— 2KV— » ) — <î ^ 






.-Be,(.-l^:vF^')e.fx-'^'v^- 



•?. J \ 1 

A et B désicrnant deux constantes. Si Ton fait x = — ^ 



K' J- 1 



^"" ——' " 

B^'^(x) s'annule ainsi que le coefficient de A, donc B =r^ o, 
donc 

,.,„=.,(_!^)e(,_!L>EI). 
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ChaDgeant x en x + K. X'\ , x -|- K H — , on 

a trois autres formules qui, traitées comme tout à l'heure 
ont été traitées les formules analogues, fourniront la solu- 
tion du problème de la transformation pour le cas qui nous 
occupe. 

X. — Difiiion d^me période par on nombre impair. 

K . 

Supposons K^= —9 n désignant un nombre impair, et 

K", = K'; désignons toujours par (^'*\ W*\ f>/', H/' ce que 

K 
deviennent 6, H, 0,, H, quand on v remplace K par K, = — • 

Si Ton considère les fonctions 

n—t 
m=z 

1 

Q^^Hx) et JJ e/x-^-aKV 

n-\ 
m= 

2 

ces deux fonctions satisfont aux relations 

e(x-+-K)=Qrx), 

leur rapport est donc doublement périodique. En outre, les 
deux fonctions en question ont les mêmes zéros : leur rapport 
est donc fini et, par suite, se réduit à une constante A ; on 
peut donc écrire 

e;«>(x) = AjJe,(x^ J2KJ, 
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CHAPITRE X. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA THÉORIE DES FONCl 

ELLIPTIQUES. 



I. — Sur les arcs d'ellipse. 

C'est Tétude des arcs d^eilipse qui a donné naissance 
théorie des fonctions elliptiques; c'est par Tétude des 
d'ellipse que nous commencerons les applications gé( 
triques de cette théorie. 

Nous poserons avec Legendre 



( 1 ) 



/ -;- :. = F( 5) .-- F( X-, ^ ), 

^0 VI — A*sin*o 



et nous aurons 
nous poserons aussi 

•■'y 

nous trouverons alors 

i:{'f)- / -, _=; _ " / -=^:^.^.:= d'^. 

J^ V' — /»*>in-cp Jq \\ — A*sin*o 

Nous désignerons la seconde intégrale par J(^); nous au 
ainsi 

D'ailleurs on a 

(5) J(amFjr^ Z(F). 
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Considérons une ellipse d'axes 'la et 2 6 ; elle peut ôtre repré- 
sentée par les équations 

on en conclu t, en appelant s l'arc, 

ou, en comptant Tare à partir du sommet, 



=/v 



5=1 /a*cos*o -+-6*sin*ç cfo 
*• 



ou 



5 



En posant 



on a donc 






a a 



,= E('^)=F(9)-J(ç), 



si Ton suppose a = 1 ; E(ç) représente, comme on voit. Tare 
d*ellipse. Si l'on prend F pour variable, on a, pour représenter 
Vellipse, les équations 

^^^ U=F — Z(F). 



n. — Théorème de Fagnano. 

Si, dans les formules d'addition des fonctions de seconde 

espèce 

Z(a7-i-^) — Zix) — Z(^) = k^sïixsnysïï{x -i- y), 

on pose y = amj:, »} == amy, on trouve, en vertu de (5), 

OD, en vertu de (4), 

F(«>-+-4^)-E(Q^4.)-F(^)^F(.f)-f-E(ç)^E(^) 
== k* sin çp sin 4* sin ( 9 -H <j/ ) ; 
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en observant que F{o -+- 4) = F(<p) -h F('}), puisque 

o = amF(îp), <J/ = amF(^) 

et 

o -*- (J/ = am F( © -+- 4^ ), 

on a simplement 

E((p-ut};) — E(o)— E(i!^)= — A:»sin(psiin}/sin(îp -^«l); 

si Ton fait » -i- ♦} = - et si Ton appelle 4E le périmètre to 
de l'ellipse de demi-axes i et A*', on a 

Cette formule montre que les arcs E — E('^) et E(i) ont u 
différence rectifiable. Les anomalies ç et ♦} des extrémilés 
ces arcs sont liées par la formule 

i 
cos~ = cosîp cos<]; — sincp sin^l i — /:*sin*- ) 

ou 

o = cos o cos <]; — sin o sin ^ k' 
ou 

lanjîcp tango = j^- 

A 

De là découle le théorème de Fagnano : 

Théorème. — Soient ^p et •} deux anomalies te/les q 

tangcptang'^ ^ -p; 

les points M et N qu'elles déterminent sur ^ ellipse sont i 
extrémités de deux ares eomptés Vun à partir d'un sof 
met relatif au petit axe, l'autre à partir du sommet rel 
tifau grand axe ; la différence de ces arcs sera rectijiabi 

Nous allons donner sous une forme élégante Texpressi 
de celte différence : Téqualion de la normale à Tellipse est 

^ cos cp — k!y sin cp — k- sin ^ cos cp = o ; 
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El dislance / du centre à cette normale est 

A:' sin o cos © 




y^i — A:* sin*o 

Si l'on se donne /, on en déduit deux valeurs 'f et ^ pour l'ano- 
malie o données par T équation 

tang*o -+- tangïo ^^^,- -h i - ^.,,^- j 4- ^.,- = o; 

^on en conclut 

i' 

(i) lang? tang4;= ^'-, iang«cp -f- lang»^/ = — ^ — i -f- ^p^. 
différence que nous voulons évaluer est 

dont le carré est 

X-^sin*©sin»i^ = 4 A* i %-,- ~ irr; 

^ 1 H- lang'o tang*<J; -i- tang*^ -h tang*y 

en vertu des formules (i), cette expression se réduit à t^ et, 
paj" conséquent, la différence entre les deux arcs en question 
est mesurée par la longueur /. 



III. — Théorèmes de Graves, Mac Gullagh et Chasles. 

Considérons deux coniques homofocales G et Q )par un 
point M de C on mène deux tangentes MN et MP à C. 
Ije D*" Graves a prouvé que, si la conique C était une 
ellipse ainsi que C, l'expression 

MN^-MP — arcNP 

était constante; Mac Cullagh et AL Chasles ont démontré 
que y si G était une hyperbole coupant C e/i K, on avait 

MN — MP = arcKN - arcKP. 

En effet, appelons a et ^ les angles que les droites MN et MP 
font avec la tangente en M à la conique C; appelons d^ un 
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déplacement donné au point M sur la conique C cl dsj dt les 
déplacements correspondant des points N et P; nous aurons^ 
en vertu d'un théorème connu, 

d.MP = — rf^-^-c/ffcos?. 

Si la conique C est une ellipse, cosa = — cosp et, en ajou- 
tant, on a 

é/(MN -+- MP) = ds-dl = d{s^ t); 

d'où 

MN -•- MP = 5 — / -4- const. = arcNP -f- const., 

ce qui démontre le théorème de Graves. 
Si la courbe C est une hyperbole, 

cosa= cos^ 
et Ton a 

d.{M^ — MP)rrrds-^dt\ 

si Ton compte les arcs à partir du point K, ds et dl sont de 
signes contraires, et Ton voit que ds et dt sont les accroisse- 
ments subis à gauche et à droite de K par Tare NP^; s -^ i sera 
alors la diflerence KN et KP; celte différence, comme on voîl, 
est, à une constante près, égale à MN — MP et cette con- 
stante est nulle en K, ce (jui démontre le théorème de Mar 
(^ullagh. 

Au fond le ihéorùme de Mac Cullagh, comme celui de 
Fagnano, apprend à trouver des arcs d'ellipse à différence 
rectinable. 

Les théorèmes précédents s'appliquent évidemment aux 
coniques sphéricjues. 

Soient G une ellipse fixe y S un cercle tangent en M; 
soient NK et N'K des tangentes communes au cercle et à 
l' ellipse f IS et N les points de contact sur l'ellipse, on aura 



N K - N'K - arcMN — arcMiY. (Chasles.j 

Ce théorème se démontre comme les précédents, en dépl^ 
eant infiniment peu le cercle. 
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IV. — Théorème de Landen. 

L'ellipse peut être représentée par les équations 

X = acnUj y ^ b %nu, 



l'hyperbole par les suivantes 



, , sn M 

X = ak , 

en a 



_ ak ànu ^ 
^ ~ Y cnw ' 



les axes sont alors a ci -p* 
Si l'on pose <p = am //, on a 



si no ak /i — A:*sin'o 

x = ak' -, y=-rr -'> 

cos<p "^ A- coso 



on en conclut, pour l'expression de l'arc s d'hyperbole et en 

supposant a= i, 

k'^d^^ 



ds* = 



ou 



cos^od — Ar^sin'o ) 

dQ 



Or on a 



f , ' 

cos^o^i — X:*sin*o 



-^- 



A-« 



d tango /i — A» sin*o 

= do\ /"' 

Lcos*çp /! — /:« sin*o /T— A-*sin*o 

en intégrant alors de o à 9, il vient 



A-«sin«ç) 1 
/i — A*»in*o J 



langç v^i — >t«sin«ç> = A'* — A'«F(q) -+- K(o; ; 

donc l'arc d'hyperbole peut s'exprimer au moyen des fonc- 
tions E et F. Nous allons prouver que la fonction F s'exprime 
au moyen de E(ç) et d'un autre arc d'ellipse; il en résultera 
que : 

Théorème. — Tout arc d'hyperbole peut s'exprimer au 
nioyen de deux arcs d'ellipses différentes. 
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La Iran sforma lion de Landen donne Heu (p. i 77) aux foi^ 
mules suivantes : 






A = 



IH- A"i 



Multiplions membre à membre les deux premières formules: 
nous aurons, en intégrant de o à (p, 

■j^ J(A-i, o,)=r- — p J(A-. o)H — F(X-, o) ^;— sinç. 

OrJ('f)=:F('^)-E(:p); donc 

-/|[F(^i,?i)-E(^-., ?.)J 

=-- -r/ [T^^' ?)- E(A-, o,^- i^ F(^, ?)- ■^' ^in?]- 
Mais, en vertu de la première formule (i), 

la formule précédente devient alors 

V{k,o)r= ^, |E(A-, o)--(n-A)E(A„o,)-T-Asiii^l. 

Cette formule de Landen montre que F est exprimable 
linéairement au moyen de deux fonctions E, ce qui démontre 
le théorème que nous avons énoncé au sujet de l'arc hyper- 
bolique [Philosophical Transactions, 1775; Afathema- 
tical Menioirs, by John Landen, 1780). 

y. — Goarbes de M. J.-Â. Serret. 

M. Serret s'est proposé de rechercher toutes les courbes 
algébriques dont l'arc est exprimable au moyen des fonctions 
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elliptiques {Journal de Liouville, t. X, i^ série; voir aussi 
son Traité de Calcul différentiel et intégral). Voici seule- 
ment les résultats auxquels il est parvenu. Soit n une quan- 
lité plus grande que un, posons 



/-T-i-R/~r 

> = — -> 

V'2(/l — \)t 



R = v^— (/« — a/i/-f-n. 

On en tire, en supposant le radical réel, c'est-à-dire t com- 
pris entre les racines du trinôme t^ — iln -{-\, 



V 



U' / /-J-i V' / / — I 



on fait ensuite 



( î ) ar -f- ^ ^ — I = 

on en conclut 

ou, en prenant les modules, 






R -f- /— lit — n) 
ITR 



jr'î_yî n«-M 



ar*-+-y 



4/*R' 



Or on trouve x^ 4-^2 __ ^^ 3^ moyen de la relation (i); on a 
donc, en appelant 5 Tare de courbe, 



ou 



bien 



ou enfin 



v^ 


•^ dt 


2Rv/< 




J 2R 






r /^ 


-Mit 






Les courbes dont x et ^ seront fournis en fonction de t 
en égalant les termes réels et les coefficients de ^ — 1 dans(i) 



33o GilAPITBE X. 

seront donc telles : i° que x et jaseront fonctions algébriques 
de l\ 'à"* que leur arc sera une fonction elliptique de /. 
Si Ton fait, par exemple, n = 3, on a 

T^ysl-x^-y/t -^ -^ ) 



et, par suite, en observant que R = y/ — V^ -{-iSt — i , 

L'élimination do l entre ces équations donne 

c'est Téquation d'une lenniiscate de Bernoulli. 

Observons encore que les courbes qui ont pour équations 
en coordonnées polaires 

/•^acos//iO ou r~asinmO, 

a dési«^nanl une conslanlc; que le limaçon de Pascal ou con- 
clioïdc du cercle qui a pour équation 

r — a - \\ cosO, 

(t et 11 désignant des constantes, ont leurs arcs exprimable^ 
[)ar les fonctions ellipli(|ues. 

Mentionnons encore les épicycloïdcs allongées ou rac- 
courcies, dont les équations sont de la forme 

X --- a 'ixwtnu -f- h sin/î//, 
V cicosniu h cos nu, 

</, A, m y /* désignant des constantes et a un angle variable; 
on a 

f/s- -- I «2 .(. fj2 .. ., fil, (^.QS ( ni — n ) u ] du*, 

(/s^ : : \{a -/>)-C()S- — — u--{(f- 0)*bin^ — ; u\(fu* 
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ety par suite 



ces courbes, comme l'on sait, sont algébriques toutes les fois 
que ni et n sont commensurables. 
Les courbes avant pour équations 



a 



r = 



sinmO 



/• = 



cosmO 



ont également leurs arcs exprimables par les fonctions ellip- 
tiques. 

VI. — Démonstration d'an théorème de Poncelet. 

# 

Etant données deux coniques, en les rapportant à un 
triangle autopolaire commun, on pourra mettre leurs tMpia- 
tiens sous les formes 

X^-r- V* — z"^ — o, 
ax^-r- by^ — z* = o; 

on satisfait à la première de ces équations en prenant 



ri) 



en 9 hii:^ I 



et à la seconde en prenant 



( a; 



r 



en*!' sn'î^dnO cnO 



pourvu que Ton fasse 



cnh= - ., 



ru h 



ib 



ce qui est possible en choisissant convenablement le module /• 
des fonctions elliptiques. 

Soit Mo un point de la première conique; par ce point 
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menons une tangente coupant la seconde en No et N'^, l'équa- 
tion de celte tangente sera 

j* en ^ -t- ^ sn o — -S — o, 

et les coordonnées des points No et N], ou, mieux, les valeurs 
de ♦} en ces points s'obtiendront en éliminant jc, y^ z entre 
cette équation et (p.), ce qui donnera 

coso cost}' H- sin^ sin^ dnO = cn6. 

La comparaison de cette formule avec celle de I^graujre 
(p. '2,0'j) donne 

= : ■ ( c? — 6 ) ou 6 = :5 ir. 6. 

Supposons alors que Von mène par le point No une tan- 
fiente à la première conique rencontrant la seconde en N| 
et louchant la première en M, ; que par N| on mène une 
tangente à la première conique coupant la deuxième en 
No et touchant la première en M2, etc. y le lieu des points 
fie rencontre de Mo No et M„N;, sera une conique. 

Ce tliéorùmc a été établi péniblement, pour la première 
fois, par Poncclcl. Pour le démontrer, nous observerons que, 
si Ton appelle c^o bi valeur '^ en Mq, la valeur de 'i en N, sera 
H- '^0, la valeur de '^ en M| sera alors '^o-h'^-'i? celle de i 
en IN , sera cp(, -i- 3 0, . . . , la valeur de 'v en iM/j sera '^0 -\- -^ " ^^^ 
le Heu chercbé s'obtiendra alors en éliminant cpo entre les 
équations des tangentes en xM» et M,,, ou 

( > ) X m vo - -/ sn 'vo — i = o, 

.r en ( 'y'o -.- '*. // ; -i- )• mî ( v,, -:- 2 // ) — :; = o ; 
eu combinant ces équations, on a 

^[en(cpoH- 2nO)— en^y] -=- j[ sn('foH- '-i/»0) — sn5>o] =^ 
ou bien 

— T sn n (in n sn '^0 *ln 'f -f- ^v sn /i en ï>o dn îpo = <> î 
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on en tire 

en posant m = ^ — ^> on en conclut, en portant cette valeur 
dans (3), 

x^ -T- my^ — z ^ my^ -h x^ = o 
ou 

jr* -H my^ — ^« = o. 

Le Heu est donc une conique qui a le même triangle autopo- 
laire que les coniques données. On voit que, si m = -. ^ = i 

ou que si /iQ est égal à '^/>K, le lieu coïncidera avec la seconde 
conique, ce qui constitue une nouvelle démonstration du théo- 
rème de Poncelet, démontré par JacoLi (p. m i). 

Le théorème de Poncelet peut être transformé par polaires 
réciproques; il fournit alors un théorème corrélatif que nous 
pouvons nous dispenser d'énoncer. 

VIL — Roolette de Delannay. 

La roulette de Delaunay est engendrée par le foyer d'une 
conique qui roule sans glisser sur une droite. 

Supposons que la conique soit une ellipse, et soit 

l'équation de cette conique rapportée à ses axes; soit 

'a demi-distance focale ; sur la tangente en x', y prenons une 
longueur égale à Tare s! de la courbe comptée depuis le som- 
'^ct(a, o) jusqu'au point (j::',^/^). Soient^ la distance du foyer 
^ cette tangente et x la distance du pied de la perpendicu- 
laire^^ à l'extrémité de la distance ^ comptée à partir du point 
(•^»y), les quantités x, y seront les coordonnées d'un point 
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de la roulette par rapport à une droite fixe sur laquelle la 
conique peut être censée rouler, et Ton aura 



, ^ /a» — ex' 
cyy 



^=*- &. 



L'élimination de x\ y' entre ces équations et celle de Tellipse 
fera connaître la roulette. Pour faire cette éliminalion, nous 
ferons x' =^ a coso^y' z= bsin^ et nous aurons 



, . /a — CC0S9 



, ,, . c cos® 

(0 

CY sin o 



= / v^a* — c*sin*® rf« — 



Celle courbe dépend, comme on devait s'y attendre, des fonc- 
tions elliptiques, et, si Ton veut voir apparaître explicitement 
ces fonctions, il suffit de faire o = am/. 
L'élimination de c? donne 

( 2 ) dx ~ ^ ' . 



v/4 a»^« -{b^-^y^)^ 



lorsque Ton fait — -- p el a ^^ oc, cette formule devient 

pdv 



dx^. 



y/^y^-p^ 
on en déduit, en n'ajoutant pas de constante, 



1 ^ 



ou 






-'■■ ' - p^\-~. 



p 

on en conclut 






^ 4 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 335 

Ainsi, le lieu des positions des foyers d* une parabole 
<]ui roule sans glisser sur une droite est une chaîne t te. 

La roulelte de Delaunay contient donc la chaînette comme 
cas particulier. 

On rencontre la roulette de Dclaunav dans diverses circon- 
stances, par exemple quand on cherche une surface de révo- 
lution ayant ses deux rayons de courbure 11 et R' liés par la 
relation 

R "^ R' " a' 

€-1 désignant une constante. En effet, si l'on cherche le méri- 
dien de cette surface, on voit que ce méridien est tel que, la 
normale étant désignée par N, on a 

1 I _ i 
R "^ N " â' 

R désignant le rayon de courbure de ce méridien. Il est facile 
de voir que ce méridien est une roulette de Delaunay : en 
efiet, son équation différentielle est 



ou bien 



(3) 



y' ^ » ^ 2 



v'dy' . dv _ dy 



Kn multipliant par^, on a 

yy' dv' dv y dy 



» ~ a ^ 



le premier membre est la différentielle de ^-— j- quand on 

(i-T-y«)« 

choisît le signe — , ce que nous ferons, et nous aurons, en 
appelant b^ une constante, 

— y r* -+- h' 

-— = - —^ ; 
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on en conclut 



ce qui équivaut à l'équation (2) de la roulelle de Delaunay. 

VIII. — La courbe élastique. 

La courbe dont le rayon de courbure est proportionnel à 
rinverse de l'ordonnée ou de Tabscisse a une équation de la 
forme 






X cl j^ pourront donc s'exprimer par le mojen des fonctions 
elliptiques de première et de seconde espèce. Cette courbe 
est la forme que prend une poutre déformée sous l'influence 
de poids uniformément répartis sur sa longueur, lorsqu'elle 
repose sur deux appuis situés de niveau. 

IX. — Surface de l'ellipsoïde. 
La surface de rellipsoïde à trois axes inégaux 

.r2 v' -* 

a* ^ h^ ^ c* 

s'obtient au moven des fonctions elliptiques; nous satisfai- 
sons à l'équation précédente en posant 

.r -- a cos'{y sinO, ^ = 6 sin<j^ sinO, ;: = ccosO. 
L'élément de surface est 



ou bien, tous calculs faits, 

sin \/7jic-coii^^ sTii^^O h- a*c* sin*'}; sin*0 H- a«6«cos«0 rfO d*l ; 
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[ Faire de l'ellipsoïde sera donc 

l 



33; 



J J V ^' ^ à-^ + __a6c sinerfBrf^;. 

Une première intégration peut être effectuée par rapport à 
de o à ir; à cet effet, on fait — cosô = w, et l'on a 



/// 



£^ + 5igi v^ .-G'a' afcc du d^, 



en posant 



^ / I cos*<}; sin*<l/\ /cos*<}; sin*<};\ 

On peut toujours supposer G^ positif, c'est-à-dire 

I cos'il sin*J; 



b^ ' 



en effet, faisant 6 <^ a, le second membre de cette égalité est 

inférieur à x^; et, en supposant c> a et ù, cette égalité est 

toujours satisfaite. En nous plaçant dans cette hypothèse, 
notre intégrale devient 



/Tzabc , /cos*ï sin^d; ,, 



ion facilite le calcul en observant que / i/TT^ — u^du est 

Taire d'un demi-cercle de rayon ^ j ; en remplaçant G par sa 
valeur, il vient 

/*^ C08«4^ sin»<}; 

et, en posant 



/ 


a> ' 6» 


J, 




I 


I 1 1 



L. — Traité d'AneU^se, IV. 
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Faire en question devient 



d^. 



On peut supposer ^ > o, /? > o ; alors, en faisant - 
on a 



— A* 



X. — Sur les courbes da premier genre, et en particulier 
snr les courbes du troisième degré. 

Les courbes du premier genre jouissent de cette propriété 
que leurs coordonnées peuvent s'exprimer rationnellement au 

moyen d'une variable l et du radical y/a -H 6^ -+- ct^ ^ rf/' -h et\ 

qu'on peut lui-même ramener à la forme ^(i — ^*)(i — ^''^')i 
de sorte que, si Ton fait ^ = snci, on voit que les coordon- 
nées d'une courbe de genre un pourront également s'exprimer 
en fonction rationnelle de sn^/, en//, dnw. 

Toutes les courbes de genre w/i peuvent être ramenées, au 
moyen de transformations quadratiques, à des courbes du 
Iroisicnic degré; celles-ci, à leur tour, au moyen d'une trans- 
formation liomographique (p. 6'i). se ramènent à un type 
simple représenté par l'équation 

où a, jîi, V sont des constantes. Nous allons essayer de repré- 
senter les coordonnées de celte courbe au moyen des fonctions 
elliptiques, x et j' seront (p. 286) de la forme 

M-\Z(f — a)-i-BZ{t — b)... 

-i- \'Z'{f-a)-^B'Z\t — b)... 



M, A, B, . . . , A\ B', . . . , a, ... désignant des constantes et 
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Z(/') la fonction -n — -; a. b^ ... sont alors les infinis de x 

ou^>'. Or 1', en vertu de (1), a les mêmes infinis que x; si j: 
a un infîni simple,^ a un infini d'ordre |, ce qui est inadmis- 
sible dans le mode de représentation adopté; x doit donc 
«▼oir au moins un infini doubleet)' un infini triple : il faudra 
donc poser 

x = M-hAZ(/ — a)-t- A'Z'(^ — o), 

^ = \ ^ BZ(/ — a)-hB'Z'(^ — a)-l-B'Z'(^ — a). 

Rien n'empêche de supposer a=^'i¥J\^ — 1 : alors on a 
Z(/ — ^)= -^TT^f 'J f^i"^ aussi observer que la somme des 

.résidus A et B doit être nulle (p. 286) : donc A = o, B = o, 
|ci Ton peut écrire, au lieu des formules précédentes, 



' = ^*^^ 5i 0(7)' 

^ = N -^ B' -^ 



B 



. d^ e'(n 



e'(/) 



Mais ^y. est, à une constante près, la dérivée de Tinlégralc 

de seconde espèce; on peut donc écrire 

j* = a -4- 6 sn*/, 

^ = a' -h b'sn^t -h c'snt en/ dn/, 

a, 6y a'f 6', c' désignant des constantes, qui, bien entendu, 
n'ont plus aucun rapport avec celles que nous avons dési- 
gnées ainsi tout à l'heure. Appelons ^i, ^2? '3 les valeurs de l 
pour lesquelles on a j; = a, P, y; on trouvera 

QL = a-^ b sn'/i, 

P = a-^ 6 sn*/,, 

Y = « -r- bsn^l^ 
eC 

yt=: ft»(sn*/ — sn*/i)(sn'/ — 5n«/j)(sn«/ - snV;, ;. 

Or, y étant nul pour / = dz /, , zz Z^,, iî= ^3, on a 

o = a' -4- 6' sn« /| -+- c'sn/icn/idn/,, 
0= a'-+-6'sn«/| — c'sn/jcn/idn/,; 
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donc 

a' -!- ft' sn* /i = o, c'5nficn/|dn/i =o, 

a'-^ ft'sn'/j = o, c'sn/jcn/jdn/j = o, 

a'-r-ft'sn*/j = o, c'sn/jcn/jdn/j = o; 

c' ne pouvant pas être nul, puisque y doit avoir un ir 
triple (et d'ailleurs, si c était nul, x e\, y seraient foncli 
rationnelles de sn^^), il faut que, /|, t% et ^3 étant censés 
férents, on ait par exemple sn/| = o, cn/2= o et Ant^- 
Alors «'= o et 6'= o; on a donc seulement 

x = a -4- ft sn*/, ^ = c'sn/ cn^ dnf, 

et par suite on doit avoir, en vertu de (i), 

c''sn«/(i — sn*/)(i — X:«sn«0 

= (a-i- bsn^t — a)(a -h 6sn*/ — P;(a^- bsn^t — ^)\ 

en identiGant, on a 

donc une des quantités a, p, v est égale à a. Soit a = 
l'équation précédente devient 

c'*(i — sn2n(i — A*sn*/;= 6(^2— 3 -h 6snî/)(a — Y — b sw^- 
cl, en identifiant, 

— c'*(H-A-«)=^)2(22— ? — Y), 

En ajoutant, on a 

o=(a-?)(a — Y)-+-^[(3t-3)-+-(ï-ï)]H-^'. 

d'où 

^ = 3 — a ou Y ~ ^• 

Si l'on prend ft = j3 — a, on trouve 
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a donc enfin , pour représenter la courbe (i), les formules 
jr = a -4- ( p — a)sn* / = p sn*/ -h a cn*^ 



L'aire de la courbe pourra, comme l'on voit, s'exprimer 
[.«ossi par le moyen des fonctions elliptiques ; on trouve 

ydx = 2( p — a) Vï — 3t sn» ^ en» / dn« ^ dl. 



XI. — Qnelqaes propriétés des courbes du troisième degré. 

Nous ferons usage du théorème d'Abel, démontré page 1 54- 
En vertu de ce théorème, si l'on coupe une courbe du troi- 
sième degré 

par une courbe variable et si l'on appelle (^i,^'i), ..., 
i^ityi)^ • • • l^s coordonnées des points d^intersection, on 

doit avoir 

dxi 

= o, 



2dx 



yi) 



/j(x, y) désignant, pour abréger, la dérivée y- • Nous ferons 

une première application de cette formule en supposant que 
la courbe variable se réduise à une ligne droite; alors on 
de\Ta avoir 

dxi dx^ dx^ 

-h ->.— ; : = O. 



Nous allons appliquer cette formule à la courbe du troi- 
sième degré considérée au paragraphe précédent, représentée 
par les équations 



3i2 
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OU 



(2) 



X = 3 sn'f -t- a en'/, 

y =z( ^ — %) ^^ — OL sn t en t an i f 



De CCS formules on tire 



cl, |)ar suite, 



fix ^ 'i(^ — 0L)sn t en t dn t di 



ilx 



idf 



V^T — «' 



or 

(h 

ou 



y -■ vA .r— a)(jr— fJ)(a: — Y) 



X' — ( J-— 2)(>— 3)(t — y) = o, 



donc ici ~- = -xy et 



^/x 



dx 



. . ^« — ,-77^; on doit par suite avoir, en 

dy ^ iy (if\ ^ 

\àyj 
appelant^!, j'i ; JTa^yi] -^ifj'z les coordonnées de trois points 

on ligne droite sur la courbe (3), 

dxi dxi d.r:^ 



—- () 



.^1 Ji ^'i 

ou, en appelant /|, /.>» '3 ^^^ f de ces points, 

r//,-+- dti -+- dti =z o 
ou enfin 

/, - ^2 -T- ^3 — consi. 
Ainsi : 

Tm^ORÈME. — Les t de trois points en iif^ne droite sur 
une eourhe du troisième ordre ont une somme constante. 

l^our déterminer celte constante, nous supposerons les 
trois points sur Taxe des x; alors j' 1^ o, et sntcntdnt=o: 
les valeurs de / correspondantes annulent sn/, en/, dn/ et 
l'on a 

/ 1 j» m K - - j» m' K' / - » > 

/* =-- {'À m - 1 ) K -f- '2 //<' K' v^— I . 

/ j -- ( j. m - 1) K — ( X m' -\- i)K\' — i \ 
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, on trouve donc, pour la valeur de la constanle, 

<4) r,-h/i-h/,= 2mK-^(2m'-+-i)K'v^^î, 

r m et m' désignant des entiers quelconques. 

Réciproquement, si la relation (4) a lieu, les points /{, 
/s, ^3 seront en ligne droite; car, en appelant t\ le /du point 
en ligne droite avec t^ et t^., on aura 

donc /3 = /',. 

L^s points d'inflexion d'une courbe du iroisiùmc degré 
sont trois à trois en ligne droite. 

Kn effet, un point d'inflexion s'obtiendra en supposant 
/, = t'2, = /» dans (4), ce qui donne pour son t 

2m K ini'-r-\ 



JL m rv J. lit -r- i ,., / 

jr et ^ seront distincts en prenant 

K'/=n 3K'v/^ 5KV--I 
/ = — ^— , 3—, 3 

3 "^ 3 ' 3 "^ 3 ' J ' j ' 

KV^ry 4K 3K'v/^l 4K OK'v/ 1 4K. 
3 "^3' 3 ■^3'3 J' 

ce sont les t des neuf points d'inflexion. 

La somme de trois quelconques d'entre eux est de laformiî 

î2/nK.-l-(2m'H- i)^' sj — i *, donc ils sont trois à trois en li^nc 
droite. c. g« v. n. 

Théorème nE Maclaurik. — Si par un point M d*une 
courbe du troisième degré on mène des tangentes à la 
courbe, les points de contact autres que le point M sont 
tels que, si on les joint deux à deux, les droites ainsi 
menées concourent en un même point situé sur la courbe» 

Supposons que, par le point /, on mène des tangentes : 
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pour les points de contact, i^ el /j seront égaux; on dent 
donc avoir 

/,= /,= ^ î ; 

les quatre points de contact ont donc pour i 



— v' — I 3 

'X 2 u a 



> 



la somme de deux de ces / est de la forme 

(am'-r- I ) K' /— I -i- ( a m h- i)K — t\ 
ou 

a m' K' / — I -r- 2 m K — /i , 

de sorte qu'à la première combinaison correspondent le poml 

/i -+- K et à la seconde le point /| + R'\/ — i , tous deux sur 
la courbe. 

Soient^\x^ Ma, M3 les points d^ intersection d'une courb*' 
du troisième degré aiec une droite; les tangentes en M». 
M2, M 3 rencontrent la courbe en trois points en lisni 
droite. 

Kn eflel, soient /|, /o? ^3 l^*s paramètres qui déterminer 
les coordonnées des points M|, M^, M3, les tangentes en / 
/a, /a couperont la courbe en des points dont les paramèlr 
seront 0,, 6j, fJj, et Ton aura 

mais, comme 
il viendra 
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ce qui montre bien que les points déterminés par les para- 
mètres 6|, O2, 8s sont en ligne droite. 
En particulier : 

Les asymptotes d*une courbe du troisième degré ren- 
contrent la courbe en trois points situés en ligne droite. 

Ce théorème peut être généralisé et étendu à des courbes 
d'ordre supérieur : ainsi, si Ton coupe une courbe du qua- 
trième degré par une droite, les tangentes aux points dUnter- 
section rencontrent la courbe en huit points situés sur une 
conique, etc. 

Zn. — Les points Steiner dans les courbes da troisième ordre. 

On appelle points Steiner d'une courbe ceux où une 
conique peut avoir avec elle un contact du cinquième ordre. 
Voici comment on peut mettre ces points en évidence sur les 
courbes du troisième ordre. 

Si l'on coupe la courbe représentée par les équations (2) 
du paragraphe précédent par une conique, les six points d'in- 
tersection s'exprimeront au moyen de six paramètres /|, 
hf • • • Y ^0 qui seront les valeurs qu'il faut attribuer à t dans 
les formules (2) en question, pour que x et y représentent 
les coordonnées d'un point d'intersection; ces six paramètres 
satisfont à la relation 

dti -f- dtf H- . . . -H rf/g = o ou ydtj — o; 

d'où l'on déduira 

^.ti = const. 

Pour déterminer la constante, on peut supposer la conique 
réduite à deux droites, et alors, d'après ce que Ton a vu tout 
à l'heure, si t^, Z^, ^3 sont les paramètres des intersections 
de la courbe avec l'une des droites, on aura 

/i-f-/,-+- ^3 = 2mK^-(am'-f-i)KV^» 
^-^ '»-+-'«= 2/niK-T-(îim\-4-i)KV— ï» 
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43l, par suite, en appelant m et m* deux entiers quelconqu< 



^ /, = 2 m K H- 2 /w' K' v^ — I 



Réciproquement, si cette relation a lieu, les six poi 
déterminés par les paramètres /|, /^^ . . ., /« seront sur c 
conique. 

En un point Steiner, six points confondus sont sur v 
conique; un point Steiner sera déterminé par Téquation 



< I ) 6 / = 2 m K -!- 2 m' K' / — i : 

on tire de là les valeurs suivantes de t fournissant des valeur 
distinctes de x et y : 



<2) 



K 2K 


3K 4K 5K K'v^-i 

3 ' 3 ' 3 ' 3 


3-^3' 


iK 5KV-I 
' 3 3 



(]es valeurs sont au nombre de 36; il y a donc sur loul 
courbe du troisième drgn' 36 points Steiner, mais () de ci 
points coïncident avec les points d'inflexion où la coniq» 
osculatrice se réduit a deux droites confondues; il v a do 
seulement 36 — () = :>.7 points Steiner proprement dits. 
Il est facile de voir (juc : 

J>eux points Steiner sont toujours en ligne droite a 
nn autre point Steiner, ou avec un point d' inflexion. 

Eîï cfTel, étant données dou\ des quantités (2), on en tro 
toujours une troisième dont la somme fasse 



iniK -\-{>.m' — \)K' \ —1. 

Les points Steiner sont les points de contact des /. 
gentes menées à la courue par les points d' inflexion. 

En effet, soient le paramètre d'un point d'inflexi 
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i celui d'un point de contact d'une tangente menée par le 
point ô, on a 

2 / -!- 6 = 2 /w K — r> m' — I . K' \ — I . 
36 — 2/W|K — 7m\ — iiK'i — i: 

* élimination de H entre ces équations montre que Ton a 



6/ = '2 7712 K — trn'j K'\ — i. 

'^ij et m'j désignant deux entiers comme m, m\ w, et m\. 
Informulé (i), à laquelle satisfont les paramètres des points 
Steioer, montre bien que les points qui nous occupent sont 
les points Steiner, car ils sont au nombre de se-, 

(Pour plus de détails sur les points d'inflexion et les points 
Steiner dans les courbes du troisième ordre, consulter la 
Thèse de M. Lemonnier.) 



XIII. — Snr les biquadratiquet gancliet. 

I 

Deux surfaces du second de^ré, ou quadrîques. se cou- 
pent en général suivant une courbe gaucbe du quatrième 
degré, que Ton a appelée bUjuadratique frauclip; lorsque 
ces surfaces ont une génératrice commune, la biquadratique 
se décompose en une droite et en nxift courlK* appelée cubique 
gauche. 

Par une transformation bomographique. on peut toujours 
ramener les équations de deux quadriques, et par suite d'une 
biquadratique gauche, à la forme 

il suffit pour cela, après avoir pris pour tétraèdre de réfé- 
rence le tétraèdre autopolaire commun, de transformer ce 
tétraèdre en un autre ayant une de ses faces à l'infini; on 
peut même, si Ton veul, supposer les trois autres faces rec- 



2« 


- — 


• 


-rr. 


f 


« 


/»y^2 


— 


• 


TZ 


1 




2» 


î 
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tangulaircs; les deux quadriques se trouvent alors rapport 
à leur centre et, en éliminant tour à tour z et y, on ram 
leurs équations à la forme (i). 

On satisfait aux équations (i) en posant 

(2) x = %sntj y=^cntf z^fdnt, 

La courbe (i) donne donc une représentation géomélri* 
toute naturelle des fonctions elliptiques. 
Coupons la courbe (i) par un plan variable 

Ax-^ B^-f- C-s H- D = 0, 

d'après un théorème d'Abel (démontré p. 1 58) ; on devra a 
dxi dxi dxi dx^ 



fi(o, ^) ^>(«p, 4^) ài^,'^) d(^, 4/) 



(jTi, j',, C|), . . . , (^4, ^'4, ^4) désignant les coordonnées 
intersections du plan et de la courbe et ç, ^ désignant, | 
abréger, les premiers membres des équations (i). En el 
tuant les calculs, on trouve 

dxx dT^ dx^ dxi, 

h - — -f- i :^ il 

y\^\ ji^t y^^z Y'*^'* 
ou, en remplaçant x,y, z par leurs valeurs tirées de (.>) 

dtx -r- dtx -\- dtz -+- dti = o, 
c'est-à-dire 

^/ — consi., 

en appeianl /,, A,? f:\i f\ les valeurs de / aux points 01 
|)lan coupe la bi(|uadralique. On détermine la constant 
faisant coïncider le plan sécant avec le plan des zy\ alor 
/.ji ^3, t\ sont racines de sn/ = o el Ton a, en négligeanl 
multiples de /\ K el de 4 K\/— 1 , 



2; 
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On peut alors énoncer le théorème suivant : 

lorsque quatre points d'une biquadratique sont dans 
«1 même plan, la somme de leurs t est zes o 

Réciproquement, il est clair que : 

Si la somme des t de quatre points d^une biquadra- 
tique gauche représentée par les équations ('aj est égale 
à zéro, ces points sont dans un même plan. 

Si Ton suppose /, = /^^ /, = ^4, le plan rencontrera la 

biquadratique en quatre points confondus, il sera suroscu- 

iateur ou stationnaire; le / du point d'osculation sera donné 

par les formules 

4/-0, 

ce qui fournit seize points avec des coordonnées diflTérente.s 
correspondant aux valeurs suivantes de / 



KV— 1, K-+-KV-I. 'iK^KV-i, 3K-^KV-». 

On démontrera facilement les théorèmes suivants : 

Les seize points stationnaires sont quatre à quatre dans 
an même plan. 

Car, trois d*entre eux étant donnés, il sV'n trouve un autre 
tel que la somme de leurs / soit =: o. 

Deux points dont la somme des t est constante sont tels 
que la droite qui les joint engendre une surface du second 
ordre passant par la biquadratique: on peut obtenir de tels 
pointsencoupantlabiquadratique par un plan passant par 
deux points fixes de cette biquadratique , 

Le lieu des points d'où Von peut mener deux tangentes 
ci la biquadratique est une courbe plane unicursale du qua- 
trième ordre ^ ligne double de la surface développable lieu 
des tangentes à la biquadratique. 
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Toutes ces propriétés et beaucoup d'autres sont des coi 
séquences de la formule 

/i-T- /f-H ^4-f- /v — o. 

Pour terminer cet aperçu, nous démontrerons un théorèi 
récemment découvert par M. Cajlcy,et qui découle des cor 
sidérations précédentes. Coupons la courbe 

T = sn/, y = cntj z = dnl 
par le plan 

ax -TT bj^ -:- C5 -T- I = o, 

a, ù, c désignant des constantes, Téquation 

a%nt -T- bciit -^ c dn / -:- 1 = o 

en / qui en résulte détermine quatre valeurs de t dont la somme 
est ^ o. Si, dans cette équation, on exprime tout en fonc- 
tion de sn/, de eut ou de dn/, on obtient des équations du 
quatrième degré qui sont les suivantes, où l'on n'a écrit que 
les premiers et les derniers termes, seuls utiles, 

(I -f- 6 -h C)( — I -h 6 -HC)(1 — 6-h C)( I -^- 6— c) 
sn» /...-- -=. j:^=^ =o, 

\ {ay — \-\- b -\- c A)( — a^ — i -i- 6 t- c A*; / 

( X (« /— \ — b-\- ck){a /— I -h 6 — c A ) j 

{ n -^ \ -^ c k' ) . . . 
en*/... : — = o, 

i t/ y/ — i -T- ^ -•- cA). . . 

(a ■^- bk'^—"\-{-k). . . 
(inW... -^ — =0. 

( a y/ — \-,- b -.- ck). . . 

On en conclut, en appelant /, , t2j ^3, ^4 les t des quatre points 
de la courbe situés dans le plan, 

A2 K'2 sn /i sn t^ sn /^ sn /; 

— A* en /i en t^ en ^3 en /^ ^- dn ^, dn t^ dn i^ dn t^ = A'*; 

telle est la relation qui lie les fonctions elliptiques sn, en, 
dn de quatre quantités satisfaisant à la relation 

/i H- /j -t- ^3 -+- ^4 = o. 
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A celle relalion correspond la suivanle 

qai lie les coordonnées de quaire poinls de la biquadratique 
(i) silués dans un même plan. 

XIV. — Surfaces monoîdes de M. Gayley. 

M- Caylejr appelle sur/aces monoîdes {Comptes rendus, 
l. LIV el LVIII) les surfaces représentées par une équation 
de la forme 

6 désignant une fonction rationnelle de x et dey. Si Ton sup- 
pose celle surface d'ordre m, on pourra poser 

z^ désignant un polynôme de degré m et •} un polynôme de 
degré m — i . 

La surface monoïde (i) a un point multiple d^ordrc m — i 
à rinfini. 

Toute courbe gauche est l'intersection d'une monoïde 
et d'un cylindre. 

En effet, soient P =r o, Q = o les équations d'une courbe 
gauche, entre ces deux équations on peut éliminer w, ce qui 
donne une équalion de la forme 

(a) /(^»7) = "- 

Cette équalion (2) exprime que P = o, Q == o ont une solu- 
tion commune Zy laquelle, comme on sait, s'exprime ration- 
nelleoienl en x ely\ on peut donc poser (i) 
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La courbe gauche considérée est donc bien l'intersection da 
cylindre (2) et du monoïde (1). 

Un plan coupe la courbe (i), (2) en mn points, si/=o 
est de degré n et si la monoïde (1) est de degré m. Toutefois, 
la courbe (1), (2) ne sera que du degré mn — a, si a désigne 
le nombre des solutions communes à 

/ = o, 0=0, '^ = o; 

si ces équations ont effectivement a solutions communes, (1), 
(2) représenteront a droites parallèles à l'axe des y et une 
courbe d'ordre mn — a. 

XV. — Cubiques gauches. 

On a donné le nom de cubiques gauches aux courbes d'in- 
tersection de deux quadriques ayant une génératrice com- 
mune. Les équations d'une cubique gauche peuvent donc 
être ramenées à la forme 

Y>x -r-Q^ =0, 

P, Q, P', Q' désignant des polynômes entiers du premier 
degré en x^ y^ z. Mais ces équations représentent avec la 
cubique Taxe des z^ à savoir a; = o, y = o. 

Une transformation homographique ramènera ces équa- 
tions à la forme 

Gy — Hj- = o, 

Gt ~llz =0, 
où Ton peut supposer / r= i , ce qui donne 

G X z 

G et H désignant deux polynômes du premier degré. On tire 

de là 

t.r 

*» — — j 

Gy — H«r =0, 
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tt, dans Gjr — Hjt, on remplace z par sa valeur, on esl ra- 
^Biené aux équations 



<«) 






OÙ M et N sont de second degré, maïs ne renferment plus z, 
L« monoïde esl ici un paraboloïde hyperbolique: quant au 
.cjlindre, il est du troisième degré, mais il est facile tic \oir 
que sa base présente un point double x = o, ^' = o ; en eflol, 
si l'on pose 



G = ax 



by -^ cz -i- </. 
b'y-^-cz-^d, 



réqnation (i) devient 



f (aar -H bjr -h d)y -h cr\y -^[{a'x -+- h' y -r-d)y -\- r x\x =• o, 

et il est clair que l'origine est un point double. 
La courbe (i) est donc unicursale et, si Ton pose 

X 

on pourra représenter cette courbe unicursale au mojen des 
deux équations 



u o( u) 



o( It) 



X = 



-Vc 



U) '^ yCO 



ç(m) et ^(^u) désignant des polynômes du second degré; de 
sorte que la cubique gauche pourra être, en définitive, repré- 
sentée par trois équations, telles que 



X = 






r = 



oiu) 



z ~ tUf 



i désignant une constante, si Ton veut, égale à un. I/emploi 
des fonctions elliptiques n'est donc plus nécessaire pour 
représenter les cubiques gauches. 

Im — Traité d'Analyse, IV. a3 
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Résnmé des principales iormiiles elliptiques. 



zx 'AUX . mzx 



rx 



^ S 



H(a:j= I — a<7 <^os-^ -f- aç^cos^iT . ..± îç" cos— =t- 

— Af I — 2^ COS-^ -^y*)( ï — 5t^'C0S-|T- -4-^« jf I — 
H, (a") r I -^iq COS-jj- -f- 2y^C0S-=p h. . .-h 'iq'* COS—z^ 1-, . . 

I,, , i; . rar J . 3t:x _^ (-^)* • (an-hO-r I 

li(r)= 2</*sin— ïj; — a7*sin — =7- -h. . .dz 27^ * '' sin^ p:- —...• 

' aK ' 2K ^ 2K 

î_ T X / tt X \ / TX \ 

— A27* sin-jr-f I — ay'cos-jT- -f- yMf 1 — ay^cos-^ -*- ^* ) 

II|(X) — 7y*COS-;7- -+-27*C0S ÎT" "H . . . -4- 2 <7^ * ^COS^ =7^ h... 

K '' 2K "* 2K 

TTiF / "TZ X \ / TZX \ 

= A27* COS-^ I I -h 27*C0S-^ -+- 7*)( I -+- 27*C0S-^ -^ ^* ) • •' 

A =-_(! — 7«)(i - 9*) . . . (I — ç»'»). . ., 

K' 
-ICrr- 

q ~ e ^. 

II(0) r=:0, H(kV^)^0, 

H,(K) = o, H,(K-f-KV^) = o. 

e(a:-v-K)r- e,(;r). H,(x -^- K) = e(x), 

H(;r-f-K) = II,(r); II,(t -+- K) -- - H(x). 

e(.r-f-KV-i)--/~J"BH(T), H,(j'-r-K'/^) = BH,(x), 
H(a7-+-KV^)^ /^^Be(ar); H,(>-^ K'/— T) = B e,(T). 

e(ar-f 2K'/=^)=- - Ae(T), e,(x-t-2K'/^) = Ae,(j-), 

H(a:-f-2K'v/=^)- -AH(T); H,(t -+- 2K'/=7)= AUtCx). 
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I H(x) /T ir.(o) 

t 9 



V 



KyT ^ yT_3yT_t_.,. Kv/)P _ 7^^- 37^4-... 

t: I — 274-27* — ...' - ~ I -+- 27 H- 27*4-. . . 

©1(0) = ^^, e,(o) = ^/^'. 

^ 2K ^ 2K' 

= A a/>* cosh -^, f I -4- 27)* cos h "TT "'"/'^ ) ( > "^ '^P'* ^^s li - j^r -t- />* 1 . . . . 

h^^ . i2Tr3'^ _, i2^»7^ 

-|T7- -4-2/?*COSh -jTT h.. .4- 7/)'» cosh -iT^ — h... 

= A M -f- /y cosh -^ 4-^1 Ui -h/?ïcosh -^ -+-7>*)- ••» 

= ap*sinn— =77 — 2/)*sinh — ttt -+-...= 2»^ * ^ sinh rry— 7:.rzn.. 

^ 2K '^ 2K ' 2K ^^ 

= Aa/>*sinh .-177(1 — 27)* cos h ttt ^- />*)(' — 2/)^ cos h -'7- --pM. . ., 

, Ttar . , 27107 , , 37ra? 

1= I 2/>COSn -|^ -h 2/7* cosh -jTT 2/?* cosh -jt; — H. .. 

= A f I — a/7 cosh -^7 -+-/>*)( ' — '>8/)'cosh -* 7 -+-/?«].... 



K 
/> = e ^. 



ir,(o) = o, 0(K'v/=:T) = o, 

7i,(K) = o; Ot(K4-K'/^i) = o. 

e " H ■" ej " II, " ^"^ * 



=4/|. 
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CHÀPITtB X. 




! Période* 



■ Zéros 



Infinis 



4K, 2KV^ 



o. iK 



Kk-^kV— 



— I I aK. 4K'v -I 



K, -K 



Id. 



) K-+-KV-1. 

Id. 



YALCCB8 DE 



I*our X — 




sn(-- .r) — — sna', 
rn( — x)-- cnT, 
dn(— x)-: dnx; 

pnf K -f- .r) = -1 — > 
' dnj7 



sn(2K it a") = 
rn(2K zii J7) = 
dn(2K zb j-) = 

sn(K — x) = 



snx, 
cnj:. 
dnj-. 



cn.r 
dna?' 



cn(K -f- j')= — k 
dn(K- .r)= -j— ) 



, snj7 



dn^ 



cn(K — ar) 
dn(K — :r) 



= A 



, snx 
dnx 



dn;r 



PONCTIONS ELLIPTIQUES. 

sn (a K' yj — i-è- x) = snx, 

cn(2K'/ — I -i-ar)= — cnx, 
dn(2K'/ — i-j-x) = — dnx. 

sn(KV— 1-+-^)= 7 > 

A' snx 

cn(K /— i-T-x) = — ^-7 , 

* k snx 

dn ( K' J — I 4- x) = — v^—i . 

' snx 

r snx pour x = K'/ — i = t> 

(£,cnx =__/:rT^, 

r dnx = — /— 1 . 

X sn X pour x = 2 K -+- K' /— i = — j , 

,!^«»^ = *^^i' 

r dnx = y— I . 
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EXERCICES ET NOTES. 



i . Dans un triangle sphérique dont les angles sont A, B, C et es 
tésa, b, c, on peut faire 



sina = snu, 

sinb = sni^, 

sine = sn(M -^ v), 

sinA = A'sna, 

sinB = A' snÇf 

si n C = k sn(u — v ); 



cosa = en M, 

cos6 = cnp, 

cosc = cn( u -^ V), 

cosA = dna, 

co^ B = dn i', 

cosC — — dn(a -+• ç). 
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2. Appliquer le théorème de Liouville (p. 274) au développemeoi 
de sn(mx -+■ a) en fonction de snx et de sn'ar. 

3. Appliquer le théorème de Liouville au calcul de snjr en fonc- 
tion du sinus amplitude correspondant à une période m fois plus 
petite. 

4. Trouver les zéros et les infinis de cna:-+- / — 1 snx. (Leuon- 
NIER, Annales de l'École Normale, a étudié les propriétés de celle 
fonction; iSjS.) 

5. On a, en appelant F(sn*j?) et/(sn'a?) des fonctions des degré* ' 
n et n — 2 en sn^x, 

G désignant une constante et 6ti, a*, ..., a» les zéros du premier 
membre. (Hermite, Notes au Traité de Lacroix.) 

6. Reconnaître si une intégrale de différentielle binôme est expri- 
mable en termes finis, au moyen des fonctions elliptiques ou au moyen 
des fondions hyperelliptiques. 

7. Appliquer la méthode de Fourier au développement d'une fonc- 
tion doublement périodique en série trigonométrique. 

( Voir Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques.) 

8. On a 



/ 



A'sna cna dna sn'.r rf.r B'(a) 1, S(x — a\ 

= ^ -: 1 — l^î? 





X 



I — A*sn*asn*^ ~ ^{a) ' 2 '^^b( x -t- a )' 



J/** A'sna cnacn^x H',(a) 1, S(x — a) 

\^ dna(i — A^sn^asnSx) 6(a) a ^S{x-i-a} 



l 



X 



^ua cr\ a {\i\ a dx B'(«) 'i \\(a-^-x) 

= — X -- — - -+- - lop 



sn^a — sn^x * e(a) 2 ^\i{a — x) 

(Jacobi.) 

9. Si l'on a 

f{x) = A -+- Bar -h Car» -4- Da:', 

l'intégrale de l'équation 
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sera 

f^T^/Ky\f^a) 

= [A — B<x-r- r — a » -r-C(jr^ -?- vci -t-<ix)— Djrv«i]*. 

a dê>igaant une constanle arbitraire 

^ Mag-M AHO\ , QtMrterir Jimrmti : i dS'î . > 

10. Quelques auteurs (Weier>tra$5, Halphen, Iloiiel. . . . ^ ont fondô 
U théorie des fonctions doublement |>êriodiques sur la considération 
àt la fonction 

et de son inverse 

1/ =/)(5); 

remploi des fonctions /> est peut-i^tre plus simple que celui des fonc> 
tions sn,cn,dn; mais, comme la plupart des bons Mémoires sont ôcritN 
dans la notation de Jacobi, nous avons cru devoir la conserver avec 
Vf. Ilermite. 

(Voir Traité des Fonctions eiUptiques, par G. -II. Halphen.) 
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CHAPITIB XI. 



CHAPITRE XL 

ÉTUDE DES FONCTIONS ABÉLBBNNES. 



I. — Préliminaires. 

Dans ce Chapitre, nous allons faire une étude rapide des 
intégrales des fonctions algébriques d^un genre supérieur à 
un; ces intégrales sont ce que Ton appelle proprement des 
intégrales abéliennes. 

On peut étudier les propriétés des intégrales abéliennes 
par les méthodes de Cauchy, ainsi que Tout fait successive- 
ment MM. Clebsch et Gordan et, plus récemment, Briot. 
Toutefois, les méthodes imaginées par Riemann, élucidées 
et perfectionnées par MM. Neumann, Clebsch, Luroth, nous 
paraissent plus simples et plus rapides (*). 

Nous commencerons par exposer un mode de représenta- 
lion des fonctions imaginaires inventé par Riemann, et qui 
ser\ira de hase à nos recherches ultérieures. 

[Riemann, sa Thèse, Gotlingue, i85i {Théorie cfer abels- 
chen Functionen; — Journal de Crelle-Borchardty iSS-;) 
— ou ses CEuvrcs complètes.] 

II. — Surfaces de Riemann. 

\_ 
Considérons la fonction z'" : elle possède m valeurs en 

chaque point du plan, valeurs qui se permutent, comme Ton 

sait, autour de Torif^ine. 



(') L'emploi des surfaces de Riemann n'est pas absolument nécessaire en 
Analyse, mais nous croyons devoir en faire usage pour faire connaître un 
langage employé surtout par les géomètres allemands. 
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Par Torigine O faisons passer une ligne indéfinie dans un 
sens OL et limitée au point O, et fendons le» plan sur lequel 
on représente les imaginaires suivant la ligne OL; traçons 
enfin une courbe fermée MNPM autour du point O. 

Cela fait, partons du point M et faisons suivre à la variable z 

le contour MNPM, avec une valeur initiale Uq de z"*] inscri- 
vons, chemin faisant, en chaque point du contour les valeurs 

correspondantes de z'"^ nous arriverons au point de départ M 

avec la valeur Uoe "* de z'^. Plaçons au-dessous du plan sur 
lequel on a représenté jusqu^ci les hnaginaires un autre plan 



Fig. 11 






{ f> 



M 

I 
y 



\ 






^- -p 



parallèle infiniment voisin, fondons-le également suivant la 
projection de OL, et soudons le bord droit de la coupure OL 
du plan supérieur avec le bord gauche de la coupure OL du 
plan inférieur, puis continuons à faire cheminer le point ^, 
non plus sur le premier plan, mais sur le second le long de la 
projection de MNPM sur le second plan, en continuant à 

inscrire, chemin faisant, les diverses valeurs de z"^\ nous 

2 

arriverons de nouveau en M avec la valeur a^ '" ; plaçons 
au-dessous du second plan un troisième plan parallèle et 
infiniment voisin fendu suivant la projection de OL, en sou- 
dant le bord droit de la seconde coupure avec le bord gauche 
de la troisième; continuons à faire cheminer z sur le troi- 
sième plan, et ainsi de suite. Quand nous aurons parcouru la 
projection de MNPM sur le m*'™*' plan, nous reviendrons en M 
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avec la valeur f/o ; alors, soudant le bord droit de la m^^"* cou- 
pure avec le bord gauche de la première, nous repasserons sur 
le premier plan. 

L^ensemble des plans dont nous venons de faire usage 
constitue une surface de Riemann; en chaque point d'une 

pareille surface, la fonction z*^ n'a qu'une seule valeur, si 
Ton convient de ne jamais franchir OL en restant sur le méffle 
plan, mais de passer par les soudures comme sur un pool* 
Considérons encore la fonction 

joignons les points a Qi b par une ligne droite ou courbe et 
fendons le plan sur lequel on représente la variable z suivant 

Fig. 13. 




cette ligne ah. Si Ton décrit une courbe fermée quelconq"^ 
qui ne coupe pas ab^ le point z revient au point de dép^^^ 
avec la valeur initiale de la fonction //; il n'en est plus ^'^ 
même quand le contour fermé décrit par le point z couî^ 
une fois la lic:ne ab. 

Plaçons au-dessous du plan sur lequel on représente 
variable z un second plan parallèle infiniment voisin, fer ^' 
dons-lc suivant la projection ab^ soudons le bord droit {^ ^ 
rapport à robservateur regardant dans le sens de la flèclm ^ 
de la coupure supérieure de ab avec le bord gauche de la ce ^ 
pure inférieure et vice versa, puis faisons parcourir à ^ u 
courbe MNPM entourant le point a\ s\ z est parti de M av 
la valeur initiale w,, de u^ il revient en M avec la valeur — u^ 
Supposons que Ton ait inscrit en chaque point z du parcoure 
de la variable la valeur correspondante de u ; continuons à fair 
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cheminer z, mais sur le plan inférieur en suivant la projec- 
lion de MNPM, on reviendra en M avec la valeur initiale Uo 
de //; et si, chemin faisant, on a inscrit en chaque point z la 
valeur de u correspondante, on voit que, sur la surface ainsi 
constituée par nos deux plans fendus et soudés, la fonction u 
n'aura jamais qu'une seule valeur bien déterminée, pourvu 
que Ton ne fasse jamais franchir au point z la coupure aO 
sans le faire passer d'un plan au plan voisin. La surface dont 
nous venons de faire usage est encore une surface de Riemann. 
Nous pourrions multiplier les exemples à Tinfini, et nous 
montrerons; mais plus loin, que toute fonction algébrique 
peut être considérée comme n'ayant qu'une seule valeur en 
chaque point d'une surface convenablement formée de plans 
superposés, fendus et soudés. 

III. — Propriété des fonctions qui peuvent être représentées 
an moyen des surfaces de Riemann. 

D'une manière générale, nous appellerons sur/ace de Rie- 
mann une surface formée de plans superposés parallèles et 
infiniment voisins; ces plans pourront être fendus suivant 
certaines lignes dites de passage; aucune de ces lignes ne 
pourra être franchie par un mobile assujetti à demeurer sur 
«surface, sans que ce mobile passe d'un plan à un autre. A 
cet effet, on pourra supposer les bords des coupures conve- 
'ïablement soudés, comme il a été expliqué plus haut. 

En chaque point d'une pareille surface, représenté par ses 

coordonnées x^ y ou par l'imaginaire x-^-ysJ — 1 = ::, on 
pourra inscrire une valeur arbitraire fonction de x et y. 

Toute fonction qui n'aura jamais qu'une dérivée relative 
«5 sera dite monogène ; toute fonction qui en chaque point 
"Une surface de Riemann n'aura jamais qu'une seule valeur 
^^ dite monodrome sur cette surface. 

tine fonction monodrome, monogène, finie et continue 
sur une portion de surface de Riemann, est dite synectique 
^^^ cette portion de surface. 



r 
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IV. — Snr l'ordre adelphiqne des surfaces. 

Une surface est dite monadelphe (') quand elle est par- 
tagée en deux morceaux distincts et capables d'être séparés 
Tua de i^autre au moyen d^une coupure allant d'un point 
quelconque de son contour à un autre. Toute surface fermée 
(comme une sphère ou un plan que nous supposons fermé à 
rin(ini)scra censée trouée quelque part et le trou constituera 
un contour. A ce point de vue, le plan sur lequel on représente 
les imaginaires est une surface monadelphe, parce qu'une 
ligne quelconque indéfinie dans les deux sens le partage en 
deux morceaux distincts et capables de se déplacer indépen- 
damment l'un de l'autre. 

Une surface est diadelphej quand on peut la transformer 
en surface monadelphe au moyen d'une coupure allant d'un 
point à un autre de son contour, sans jamais rencontrer le 
contour entre ces deux points. 

Une surface triadelphe est celle qui peut être transformée 
en surface diadelphe au moyen d'une coupure allant d'un 
point à un autre de son contour, sans jamais rencontrer lo 
contour de Taire dans rintervallc, etc. 

Exemples. — L'aire d'une couronne circulaire est dia- 

12. lo. 



N 



\ 
\ 
I 



/)^- 



■ \ 



dciphe, parce que l'on peut la transformer en surface mona- 
delphe au nioveu d'une droite telle que ah allant de l'un des 
points a de son contour à un autre h, La ligne ab^ <]uc l'on 
doit alors consiilérer comme une ouverture pratiquée dans la 



(') JJinfach zusammen hangend, d'après Kieinann 
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surface, lui sert alors en quelque sorte de double contour, et 
il est bien clair que la nouvelle surface ainsi obtenue est 
monadelphe, car une coupure quelconque allant d'un point 
de son contour à un autre la morcelle. 

Si, dans une couronne circulaire, on pratique un trou cir- 
culaire, une coupure telle que ab la transformera en sur- 
face diadelphe et une seconde coupure cd en surface mona- 



V 



'g- i4- 



a 



l 



V 



I I 

'S -.y 



/ 



delphe, car toute nouvelle coupure faite en considérant ab 
et c^ comme des ouvertures infiniment minces morcellera la 
surface, etc. 

Nous appellerons section toute coupure allant d^in point du' 
contour de Taire à un autre point de ce contour, sans rencon- 
trer ailleurs les contours de Taire; on considère, bien entendu, 
comme faisant partie des contours de Taire : r* les sections- 
déjà pratiquées dans Taire; 2® la section même que Ton trace- 
On appelle rétrosection (*) une coupure qui, parlant d'un 
point même de Taire, revient à ce point sans avoir jamais 
rencontré un contour de Taire. 

Théorème I. — Si Von considère un ensemble S de sur- 
/aces monadelphes ou polyadelphes, et si l'on pratique 
dans ces surfaces un nombre total jjl de sections parta- 
geant ces surfaces en surfaces monadelphes en nombre v, 
le nombre jx — v ne dépend pas de la manière dont les sec- 
tions ont été menées. 



(*) RQckerschnitt. 
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En eOet, faisons dans S un premier système de sections en 
nombre ;jl et un second système de sections, indépendanldn 
premier, en nombre *i'. Supposons que le premier svslème 
fournisse v surfaces monadelphes et le second v'; soit /rie 
nombre des points où le premier et le second système de 
sections se croisent. 

Si Ton commence par mener le premier système de sec- 
tions, le second système de sections rencontrera l^ancien 
contour de l'ensemble de nos surfaces en a|jL' points (double 
du nombre de ces sections) et le nouveau contour formé p^ 
le premier système de sections en 2 A* points; à ces a|i'-|-î^'' 
points correspondront {x'-r-/r sections proprement dites- «^^ 
l'on ayail commencé par mener le second système de seclio*^^^ 
le premier système aurait introduit {x -h A* sections nouvell^^' 

Le nombre total des morceaux dont se composera Y^^' 
semble de nos surfaces après Tintroduclion des deux systèii^^^ 
de sections peut s'évaluer de deux manières : 1® il est é^^ 
au nombre des morceaux v monadelphes fourni par le pir^" 
niier système de sections, augmenté du nombre [x'-j-A* d^^ 
sections introduites par le second système (') : il est don^ 
égal à V -r ;^'-t- A; 2" il est aussi égal à v'-f- ;jl -\- A*, donc 



V 



on en conclut 



- ;x' -•- k — V -t- ;x -h k ; 



u! — v' = JX V. 



Cette démonstration suppose les A points de rencontre des 
sections situés à rintérieur de nos surfaces et non sur leur 
contour; mais, s'il s'en trouvait un sur leur contour, il fau- 
drait évidemment remplacer A* par A* — i , et nos conclusions 
subsisteraient entièrement. 

Si l'on considère une aire monadelphe, pour cette aire 
}JL — V peut s'obtenir en faisant jx = i ; alors v=2, et l'on 
a [JL — V = — I . 

Si l'on considère une surface diadclphe, on pourra faire 



(') Chaque section partage une surface monadelphe en deux morceaux. 
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jx = I , et, comme v =• i , jjl — v sera égal à o ; alors jx — v = o ; 
pour une surface triadelphe, on aurait jjl — v =r i , etc.; donc, 
N étant Tordre adelphiquc d'une surface, on a 

N = [X — V -f-2. 

C'est ce nombre [x — v -|- 2 que nous prendrons pour la défi- 
nition de Tordre adelphique d'un système de surfaces. 

Théorème II. — Soit N V ordre adelphique d'un système 
fie surfaces ; si Ton y pratique n sections, on les transfor^ 
merci en un système de surfaces d'ordre N — n. 

En eflfet, soit |jl le nombre de sections qu'il faudrait faire 
pour transformer nos surfaces en v morceaux monadelphes. 
On aura par définition 

N = [X — V -H 2. 

Si l'on pratique une section, le nouvel ordre N| s'évaluera 
en observant qu'il faudra faire [x — 1 sections pour partager 
les surfaces en v morceaux monadelphes; donc 

Ni = [X — I — V -+- 2, 

donc 

Ni=N-i. 

Si Ton pratique deux sections et si l'on appelle N2 le nouvel 
ordre de nos surfaces, on aura 

N, = Ni-i = N — 2; 

et ainsi de suite, ce qui démonlre le théorème énoncé. 

Théorème III. — Une rétrosection ne modifie pas l'ordre 
ndelphique d'un système de surfaces. 

En effet, soient N l'ordre d'un système de surfaces, N' ce 
que devient cet ordre après une rétrosection : d'un point de 
la rétrosection menons une coupure qui aboutisse au con- 
tour de Taire, l'ensemble de la coupure et de la rétrosection 
forme une section, si bien que l'ordre W de notre ensemble 

de surfaces sera 

N'=N — i; 
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mais on a aussi 

donc N = N'. c. q. f. d. 

Théorème IV. — U ordre adelphique N d^ une surface 
est égal au nombre de sections n quUl faut pratiquer pour 
(a rendre monadelphe, augmenté de un. 

En effel, Tordre d'une surface monadelphe élanl 4-1, on a 
N — /? = 4- I ou N = w -i- I . 

Théorème V. — Vordre adelphique d'une surface «^^ 
égal au nombre de ses contours augmenté dUui nonib^^ 
pair positif ou nul. 

En effet, soient N Tordre adelphique d'une surface, C 
nombre de ses contours; toute section pratiquée dans la st- '*^^ 
face augmente ou diminue d'une unité le nombre de ses c 
tours, suivant que ses extrémités aboutissent au même c 
tour primitif ou à des contours différents ; mais tonte sectr' * 
diminue son ordre d'une unité. 

Donc, au moyen de M -h i sections, on peut rendre 
nombre de ses contours égal àC — (]N-|-i)(2A-|-i), et s^^ 
ordre égal à + i *, elle sera alors monadelphe et le nombre -^ 
ses contours sera égal à un ; donc 

I — C — ( ^ -^ 1 )('2 /■ -f- 1 ) 

ou 

jiA.N -t-2A H- N' ^.-. G; 

C diffère donc de N d'un nombre pair. c. q. f. n. 

V. — Ordre adelphique des surfaces de Riemann. 

Une surface de Riemann n'est pas nécessairement mona^ 
delphe, bien qu'elle puisse s'étendre à Tinfini. En supposant 
qu'une pareille surface s'étende à Tinfini, on la suppose 



il 
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mée (*) 6t contenant seulement une ouverture infiniment 
ile; son ordre sera donc impair; donc : 

Théorème I. — Toute surface de Riemann est (V un ordre 
elphique impair^ et elle devient monadelphe seulement 
moyen d^un nombre de sections pair ip. 

Tbéorême II. — Soit une surface de Riemann formée 

m plans superposés; soient w le nombre de ses points 

ramification^ n^,n^^ . • ,^n^les nombres de nappes q u^ ils 

unissent ou, si Von veut, les ordres de ces points, V ordre 

la surface sera 

^ n — w' — 2/7H-3 = N, 
elle deviendra monadelphe au moyen de 

ctions. 

En effet, prenons l'ouverture infiniment petite pour base 
un cylindre coupant toutes les nappes, nous introduirons 
Dsi m — 1 rétrosections. Coupons encore la surface par un 
lire cylindre à base fermée infiniment petite, nous intro- 
lisons encore m rétrosections sans altérer Tordre N de la 
irface ou du système de surfaces dans lesquelles nous trans- 
>rmons la surface de Riemann considérée. Projetons la figure 
ir uo plan parallèle aux feuillets de la surface de Riemann : 
I projection se composera de deux petites courbes fermées 
') C' et les points de ramification se projetteront en pi, 
î, ..., p^; menons alors w lignes partageant Taire com- 
•nse entre les courbes C, G' en w cases contenant chacune 
'D point p et un seul ; enfin prenons ces lignes pour bases de 
ïirfaces cylindriques droites qui couperont la surface de Rie- 
nann suivant y. = mw sections. 
. Les rétrosections n'altérant pas Tordre de la surface, nous 



\) Uq plan peut être considéré comme une sphère de rayon infini. 
^- — Traité d'Analyse, ÏV. 24 
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n*en tiendrons pas compte. Mais toutes les coupures, sections 
et rétroseclions étant faites, la surface de Riemann est rem- 
placée par des morceaux détachés : le premier cylindre a 
détaché m — 1 morceaux, le second en a détaché /n, les 
autres cylindres ont détaché des morceaux dont nous allons 
compter le nombre. Supposons qu'il s'agisse des morceaux 
qui, en projection, contiennent le point p/, nous aurons 
m — ni feuillets séparés plus ni feuillets réunis, en tout 
m — /i/-ri morceaux; le nombre total des morceaux sera 
donc 

V = m — m — I -f- ^(/w — fil -r- i) = (4v -4- 2)/n-+- w — i — ^ /t. 

Or, en vertu du théorème I du paragraphe précédent, 

N = jx — V -f- a ; 
donc 

N = mw — ( cv -T- 2) m — tv -h 1 -r- ^ n -H a 

ou 

N = ^/i — am — w -h 3. c. Q. F. D. 

Ce raisonnement tombe en défaut quand deux points de 
ramiiîcation viennent à se confondre ou, plus exactement, 
viennent à se placer l'un au-dessous de l'autre. Mais, si l'on 
observe ([ue le nombre N ne change pas en tordant un peu la 
surface de lliemann, de manière que les points de ramifica- 
tion, dabord projetés sur le même point, viennent se pro- 
jeter en des points différents, on verra sans peine que les 
conclusions précédentes sont toujours exactes. D'ailleurs 
ce cas ne se présentera jamais dans ce qui va suivre. 
La fonction 

peut être représentée sur une surface d'ordre 

1 -i- -2 — 1.'}. — 2 -H 3 = î . 

Nous allons maintenant nous occuper de la construction de 
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la surface de Riemann, sur laquelle on peut représenter une 
fonction algébrique donnée. Pour cela, il est nécessaire de 
revenir un instant sur le mode de représentation de Cauchy. 

VI. — Types simples de fonctions algébriques que Ton peut 
le borner à considérer dans la théorie des intégrales abéUennes. 

Supposons que 

soit l'équation algébrique qui définit la fonction jk» qui entre 
dans une intégrale abéliennc. On peut toujours supposer 
que la courbe représentée par Téquation (i) n'a pas de 
points multiples à tangentes confondues; car, si elle avait de 
lels points, on pourrait les faire disparaître au moyen d'une 
série de transformations quadratiques, transformations qui 
remplaceront l'intégrale abélienne par une autre de même 
nature (p. 73). 

Les points singuliers de y ne sont plus alors des points de 
^unification. En faisant subir à la courbe (i) une transforma- 
lion homographique, on peut toujours faire en sorte que les 
Urgentes parallèles à l'axe des x aient avec la courbe un con- 
tact du premier ordre; une pareille transformation change 
rinlégrale abélienne en une autre intégrale abélienne, dans 
laquelle la fonction algébrique j^ n'a que des ramifications 
simples, c'est-à-dire est telle que deux seulement de ses 
valeurs se permutent autour d'un même point critique; 
enfin, on peut toujours faire en sorte, au moyen de cette 
même transformation homographique, que le point à Tinfîni 
ne soit pas critique. Ainsi, une fois pour toutes, dans ce qui 
va suivre, nous supposerons que les fonctions algébriques que 
nous aurons à considérer : 

I** JVont pas de points critiques à V infini; 
2* Autour de leurs divers points de ramification ^ deux 
valeurs seulement de la Jonction se permutent entre elles. 
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VII. — Systèmes de lacets d'un polygone. 



Soit j' une foncllon algébrique de x qui ne présente pl**^ 
que des raraincallons simples et à distance finie. Soient ^^fa 
aa, ... , a^ ces ramifications, que nous supposons rangée* 
dans un ordre quelconque. Appelons x^ un point à par'*''-* 
duquel nous ferons varier «r, et qui sera la limite infériec 
des intégrales abélicnnes que nous aurons à considérer. 

Joignons successivement les points ai, a^, ..., a^ 
moyen de lignes droites ou courbes, assujetties sculemen 
ne pas se couper, à former un poljgone fermé «i, aj, .. 
a^ que nous appellerons le polygone C relatif à rarrang 
ment a<, a^-^ • .., a^, qui contiendra dans son intérieur 
point Xo. 

Formons ensuite un système de lacets ayant leur entrée 
leur sortie en x^ et leurs points critiques respectivement 
rt|, «2, . . ., a,».. Nous assujettirons ces lacets (qui pourro 
avoir leurs bords courbes ou rectilignes) : i** à ne pas 
couper mutuellement; ^" à ne point sortir du polygone 
si ce n^est dans la partie circulaire qui entoure les points c 
tiques. Ce système de lacets sera dit relatif au polygone 
Nous a])|)ollerons lacet ai celui dont le point critique est 

Supposons la fonction y d'ordre m et soient y\, y^, • . 
y,n SCS diverses valeurs en .2*0. Si Ton part de Xq avec la vale 
initiale y^ de r, <H si Ton i^arcourt le lacet a,-, on reviend 
en général (în .1*0 avec la valeur initiale de^'jj.; alors le lacet 
est dit inactif. Mais il peut arriver aussi que Ton revien 
au point Xq avec une valeur )% de^' diflcTcnte de Vj^, le lac 
est alors actif et Ton dit (|u'il unit ou permute les valeu 
y[i. ct^\ (le y; on dit aussi que le point «/ unit ou permu 
ces valeurs. Il va sans dire que les valeurs dey permuté 
par un lacet cliangenl avec la forme aflectée par les bords d 
ce lacel, quand les anciens et les nouveaux bords comprenne 
entre eux des points critiques. 



«1 
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VIII. — Lacets fondamentanx, groapes de ranifications. 

Appelons l'i une valeur quelconque de y en x^. Cette valeur 

se permute avec une autre autour d*un certain lacet ai] car, 

si ^1 ne se permutait avec aucune autre valeur de >', >'i serait 

ixionodrome et l'équation algébrique définissant y ne serait 

I>as irréductible. Soit y^ la valeur avec laquelle se permute 

.>^f autour du lacet Oil mettons de coté tous les autres lacets 

( s'il y en a) unissant >-, et Vj. 

Désignons par aj un lacet unissant Vi ou >'] à une autre 
leurra de y (et il en existera une au moins, sans quoi y^ 
^ ^2t se permutant exclusivement, seraient racines d'une 
uation algébrique irréductible); mettons aussi de côté tous 
J^s autres lacets unissant Vi ou y^ à ^'3, soit a^ un lacet unis- 
^^ïïl j^i,^'2 <^u yi à une nouvelle valeur V4 de Vi et ainsi de 
'^'^îte. Les lacets «r,, Oj, a^, ..., à l'aide desquels on peul 
Passer de^i à r^i» choisis comme il vient d'être dit, forment ce 
^•^^ l'on appelle un système de lacets fondamentaux. 

^ous dirons que des lacets ou des ramifications forment 
'-^'^ groupe, lorsqu'ils unissent les deux mêmes valeurs dc^ 
^^ cju'il n'existe pas d'autres lacets ou d'autres ramifications 
'^•'i assaut les mêmes valeurs de^'. Le groupe formé des lacets 
^ ^^* permutent^'/ elyj sera désigné par G/y. 

Un groupe qui contient un lacet fondamental sera ce que 
Os appellerons un groupe fondamental , 
^ous remarquerons, au sujet des lacets fondamentaux : 
i** Qu'il existe toujours un lacet fondamental pcrmu- 

t yi avec une valeur de y d'indice moindre. 
Ces lacets ayant été fournis de manière à passer de y^ A 
^-^^les les valeurs àc y prenant des indices croissants. 

^** On peut toujours passer de la valeur y p quelconque 
^^ ^^^valeuryç au moyen de lacets fondamentaux, à l'exclu- 
^^*^ de tout autre lacet. 
Bin effet, au moyen de lacets fondamentaux, on permutera 
' successivement avec des valeurs d'indice moindre et l'on 
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Ujmlfcrd sur Vi: en parcourant ensuite la suite naturelle de? 
lacets fondamentaux, on finira par tomber sur^i'^. puisque lef 
lacets en question sont choisis de manière à atteindre toutes 
les valeurs de y. 

La route que nous avons suivie pour passer de v^ à v^ De 
sera pas toujours la seule que Ton puisse suivre, et Ton con- 
çoit qu'il ne soit pas nécessaire de descendre jusqu'à Tindice i 
pour atteindre l'indice q. 

IX. - Effet produit par on dungement de ùsrme do polygone C. 

Supposons que Ton ait formé le polygone des ramifications 
comme il a été expliqué au § VII, et désignons par f7|. 
^2, ^j, , , ., a^ ses sommets successifs qui sont les tr points 
de ramifications de la fonction^ que nous supposons toujours 
d'ordre m. 

Chacun des lacets que Ton peut former en prenant pour 

Fig. ô. 




il 



origine le point Xo el j>our point critique l'un des points ^7,, 
n.j^ . . . , a^^,, sans sorlirdu polygone C, comme il a été expliqué 
un ^ VII, permute deux valeurs bien déterminées de >', 
mais ces valeurs dc^^ dépendent de la forme donnée au poly- 
f;one C, ou plus exactement de l'ordre dans lequel on range 
ses sommets ai , a^, . . . , ci^^^ parce qu'alors la forme des lacets 
change complètement. 

C'est ce que nous nous proposons d'examiner en détail. 
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Permutons d*abord deux sommels consécutifs; à cet cflcty 
iinag:ioons qu*au lieu de joindre ai_^ à ai on joigne «/_| à «1^.1 
et qu'ensuite on joigne a/^i à ai puis ù ^1^.2, et ainsi de suite, 
comme auparavant. On formera un nouveau polvgone (V, et 
à ce nouveau polvgone correspondront de nouveaux lacets. 
iVous supposerons, une fois pour toutes, que le coté rt/_| <//^.i 
est intérieur au polvgone C,queaia/^.2 lui est extérieur; enfin 
^/^H-i pourra lui être soit intérieur, soit extérieur, mais en 
tout cas Xo sera intérieur à C comme à C. Dans \'àjîg, i5, 
Je polygone C est en traits pleins, C en traits discontinus. 

Les lacets, relatifs aux points a^, «2? •••? ^i-%t ^î+i? ••••.^w., 
D*ajantpas nécessairement changé de forme, unissent toujours 
les mêmes racines; mais le lacet ai a changé de forme : sa 
nouvelle forme dans \dijig, i(3 est tracée en traits pleins, son 
ancienne forme en traits discontinus, et, en déformant le 
nouveau lacet a/, on voit qu'on le ramène aux anciens lacets 
parcourus successivement 

les lignes composées de traits et de points sont les côtés du 

Fig. 16. 
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poljgone C. Il résulte de là qu'en appelant a, [i, y, 3 quatre 
entiers quelconques différents, et au plus égaux à m : 
1® Si, primitivement, 

ai^i permutait ^a et y^y 

ai yy et yi, 

maintenant a/ permute J^Y ^^ ^Sî 
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'^f" Si, primilivemcnt, 

a/^_| permutait y^ et /p, 

cLi y^ et y^, 

maintenant a/ permute j^a et /y; 

3® Si, primitivement, 

rt/4.1 permutait ^x et y<^^ 

«/ ra <ît r?' 

maintenant a/ permute j^a et y^\ 

en d'autres termes, <7| unit les mêmes racines dans C e 
si ai et a/^i unissaient les mêmes racines ou des rac 
toutes différentes. Il unirait des racines différentes i 
C et C, si, dans C, ai et a/^i unissaient des racines « 
une seulement appartient aux deux lacets^ alors ait 
CJ unirait les racines non communes. 

En tout cas, un lacet qui rétrograde unit toujour 
mêmes racines. C^est le lacet qui avance qui seul peut ^ 
des racines différentes de celles qu^il unissait avan 
changer de place. 



X. — Théorème de M. Luroth. 

Lemmk I. — On peut toujours former le polygone 
ramifications, de manière que ses sommets soient dan 
ordre tel, que les lacets correspondant à ces som 
donnent lieu aux groupes successifs 

Gl2> Cfi3, ..., Gj,„, G2,3, ..., Ofn-lmi 

dont quelques-uns peui'cnt manquer. 

En cflTel, prenons pour premier sommet un point uni 
yi ely2î le polygone étant d'ailleurs forme d'une façon 
traire; considérons alors un autre sommet unissant r« c 
faisons rétrograder ce sommet par le procédé indiqii 
paragraphe précédent pour le placer le second, d'apr 
remarque faite dans ce paragraphe, il unira toujours j'i e 
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S un troisième sommet unissant y^ et ^j, faisons-Ic 
ader pour le mettre à la troisième place, et ainsi de 
squ'à ce que Ton ne trouve plus de sommets nouveaux 
t^i à y^. Faisons ensuite rétrograder de la même 
;s sommets unissant ^i à ^3, pour les placer à la suite 
c qui unissent^! à j'2, en nous réservant de placer 
s en tête, s'il s'en forme de nouveaux, les sommets 
^y\ ^^y%\ plaçons à la suite des sommets unissant j', 
IX qui unissent j', et^4, et ainsi de suite; nous arri- 
ainsi à former les groupes successifs 

^lî» Gia, ..., (j\m% Oj3, ..., G,„._|,„, 

lelqucs-uns évidemment pourront manquer. 

c. Q. F. D. 

lE II. — Ces groupes G12, G13, ... contiennent 
un nombre pair de lacets^ et par suite le nombre 
?s lacets est pair, 

le prouver, décrivons la série totale des lacets succcs- 
il, ce qui revient à décrire un lacet ajant le centre de 
cle à rinfini; l'infini n'étant pas critique, le point 
it reviendra en Xq avec la valeur initiale de y; mais, 
oupe G|2 contenait un nombre impair de lacets en 
de Xq avec la valeur initiale j'<, on reviendrait, après 
ircouru le groupe G12, avec la valeur ^>'2; les groupes 
\j • . 'î ^\m seraient inactifs, et, comme les groupes 

> ne ])ermutent >', avec aucune autre valeur de y, on 
ait, après avoir parcouru les lacets restants, revenir 

► ec la valeur initiale /< : ainsi le groupe Gia contient 
brc pair de lacets. 

5 que G|3 contient aussi un nombre pair de lacets. En 
artons toujours avec la valeur initiale^! de^; on 
t le premier lacet de G13 avec la valeur initiaient 
iisque Gf2 contient un nombre pair de lacets, et, si 
tenait un nombre impair de lacets, on terminerait le 
s du groupe G13 avec la valeur y^ de y. Les groupes 
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Gn, . . ., Gim seraient inactifs et les suivants ne sauraient 
ramener la valeur initiale^!, leurs lacets ne permutant celle 
valeur avec aucune autre. G<3a donc un nombre pair de lacets: 
on verrait de même que G|4, G15, • • . ont un nombre pair 
de lacets. 

Lemme III. — On peut ranger tes sommets du polygone 
ries ramijications dans un ordre tel que les lacets successifs 

donnent lieu aux groupes G ^nj G|3, . . . , Gm^i,m écrits dans 
un ordre quelconque. 

En effet, je dis qu'en permutant un lacet avec un groupe 
(ou, si Ton veut, un sommet avec un groupe de sommets), 
on ne modifie pas Feffet de ce lacet ni celui des lacets du 
groupe. Pour le démontrer, supposons que le lacet /permute 
Vi et J'y et que les lacets /', T permutent j'^ ^^^V» 'es chemins 
composés de /, /', l" ou de f^ T, / auront le même effetque/, 
car l'effet de /', P est nul; et, comme le nombre des lacets 
d'un groupe est pair, l'effet de la permutation d'un lacet avec 
un groupe contigu et, par suite, d'un groupe avec un groupe 
contigu est nul; il en résulte que l'effet de la permutation de 
deux groupes quelconques est nul aussi, et que Ton peut 
supposer les groupes placés dans un ordre quelconque. 

C. Q. F. D. 

Lemme IV. — Etant donné un groupe qui ne permute 
pas yx avec une autre valeur de y^ on peut toujours rem- 
placer son indice le plus élevé par un indice moindre. 

En effet, soit Gyjj. un groupe dans lequel on peut supposeï 
;jL >> A>> 1 ; parmi les groupes fondamentaux il yen a un (p. 3-3] 
permutant l'jx avec une autre valeur de j>' d'indice moindre >'/; 
soit G/a ce groupe; plaçons la suite des groupes dans Tordre 

remplaçons le groupe G/jx par une suite H de lacets pcrmu- 
lanl^'i d y^ et par un lacet / de même nature, on pourra 
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remplacer rarrangement précédent par 

. . ., Il, c, C»).(j, • • • i 

mais, en pcrmulant le lacet / et le groupe G^pi, on ne change 
pasTeffet de ce groupe et de ce lacet; Tarrangement considéré 
produira donc le même eflet que le suivant : 

. . . , 11, OXjjL, /,.... 

Faisons alors rétrograder le lacet / pour le placer successive- 
ment avant chaque lacet de Gxjjl, son effet ne sera pas changé ; 
mais les lacets de Gx|i permuteront alors i et a, et l'on aura 
un nouvel arrangement 

on a donc remplacé le groupe donné Gxji par wn autre ayant 
^n indice commun et un indice moindre. 

c. Q. F. D. 

Lemme V. — On peut supposer tous les groupes affectés 
de V indice i . 

Car un groupe peut toujours être remplacé par un autre 
ajant un même indice et un indice moindre, quand Tun de 
ses indices n'est pas l'unité. 

Lemme VI. — Si un groupe contient plus de deux lacets, 
on peut supprimer deux lacets dans un groupe et aug- 
menter un autre groupe de deux lacets. 

En effet, considérons deux groupes Gxji et Gpç et supposons 
|oe Gpq contienne plus de deux lacets; on pourra toujours 
>asser du groupe G^,^ au groupe Gxjjl, à l'aide d'autres groupes 
lyaDt en commun un indice, à savoir Gqr<, Gr,, . . . , Gup.j et 
1 sufGra de prouver que Ton peut faire passer par exemple 
leux lacets d'un groupe Gçr dans un autre Gpç ayant un 
odice commun avec lui. 

Décomposons G^r en deux parties, l'une Hgr et l'autre con- 
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tenant deux lacets U, T; en plaçant les groupes Gp^^ G^rloo 
à côté de Tautre, on aura Tarrangement 

Faisons avancer les lacets /', P successivement, de manière i 
les placer après le premier lacet /de Gpç : au lieu de permula 
J'q ctjv, ils permuteront ^p ol yr] le premier lacet /ayant 
rétrogradé permute toujours yp et^^; si on le remet à sa 
place, /' et l" permuteront toujours yp el^r? et /permutera 
successivement j^^ etyr^ yp elyq. On obtiendra ainsi rarran- 
gement 

de tout à l'heure, à cela près que /' et P permutent ^^ et j^r- 
Faisons maintenant passer /' et P avant le dernier lacet /, ^ 
de ll^^î / permutera alors yp elyr, puis de nouveau j^ç elj^rî \ 
enfin, remettons /' et P en place, de manière àobtenirdc 
nouveau Tarrangement 

/ et /' permuteront^y, ctyq : ils pourront alors être censés : 
faire ])arlie du groupe (jpq- En résumé, Ggr se réduira à un 
groupe Ily^conleiiaril deux lacets de moins, elGpq à un groupe ; 

■ 

conlenanl dcu\ lacets de plus; de là découle le théorème sui- 
vant de M. Lurotli : 

ÏHÉoiik.MK. — Etant donnée une fonction algébrique)' 
d^ ordre m, on peut toujours passer d'une valeur à unf 
autre de cette fonction, en construisant ses w lacets de 
manière quils soient distribués suivant m — i groupes, 
le premier formé de iv — 9.{m — 2) lacets permutant y\ 
et y 2, les m — :> autres contenant chacun deux lacets peT' 
mutant >*, avec une des autres valeurs de y ; ces autres 
racines étant les mêmes pour un même lacet et différentes 
pour des lacets différents. 

En efTct, en vertu du lenimc V, on peut supposer les lacets 
en groupes G 12, G, 3 . . . , G\m portant tous Tindice i , et, en 
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vertu do iemme M. oo f^ni 5app<?($er que G. s cxHilienne 
RP — 2(m — 2i lacets: G.i, G,i. ... en conteiuiiil chacun 
deax seulement, piii5«:{oe Foa doit fondement bi^^ser doux 
Ucets dans chaque gix*ape. 

Ainsi se trouve établi le théorème de M. Lûrv^th. qui o$t 
capital dans la théorie des fonctions algébriques et de leurs 
intégrales, {foir Clxksch. Maih^matîsche Annalen. t. VK 
etLÛROTH, irf., t. rV'i. 

XI. — CoBsIniction d*uie svrfKe de Riemann 
pour une fonction algèbriqne d'ordre m. 

Supposons que, pour la fonction v d'ordre m, on ait con- 
stmit un groupe fondamental de lacets Gi^. Go, . . ., Gm,) 
le premier contenant w — 2(/n — 2) lacets et les autres deux 
lacets seulement, tv désignant le nombre total des lacets, ce 
qui est permis d'après ce que l'on a vu tout à Theure. 

On construira une surface de Kiemann de la façon sui- 
vante; on supposera m plans sur chacun desquels on atta- 
chera une valeur déterminée de y. Soient ^i, ajty . .., fiy 
les points critiques unissant ^1 ky2\ on joindra 0102, fh^h^ 
<^i(i^, .•.. Suivant ces lignes (tracées de manière à ne pas 
se couper), on établit des lignes de passage le long des(|iiellcM 
on soude les plans relatifs à j^, et j^2* En second lieu, on éta- 
blit des lignes de passage entre les plans relatifs ày» et^Va, 
i^i ety4, ... ; ces lignes de passage étant respect! voment 
tracées entre les points critiques qui unissent yi à y^^ y^ 
à^4, . . ., ces lignes étant tracées, bien entendu, de manière 
â ne pas se couper. 

Toutes les fois que le point x chemine sans franchir un<* 
ligne de passage, il reste sur le même feuillet de la Hurfac<; 
le Riemann, et, quand le point x revient au point de départ, 
I y revient avec la même valeur de^. 

Toutes les fois que le point x franchit une ligne dr pM^- 
ig^e, on suppose qu'il passe sur le feuillet soudé ù celui qiiSI 
ent de quitter. 
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feaille n° i et sur la feuille n^ i, d'une des lignes de pas- 
sage 01^2, az(i\i ^5^6 à la ligne de passage a-.a^. Ce sys- 
tème de sections a rendu notre surface monadelphe, son 
contour est unique, et il est facile de constater qu'il ne se 

Fig. 17. 




coupe pas et qu'il est fermé, en le suivant tout du long et en 
découpant la flgure suivant les lignes qui y sont tracées. 

Le système de sections qu'il a fallu pratiquer pour rendre 
la surface monadelphe se compose : 

i*' Des rétrosections /• au nombre de (m — 2) — 1 ; 
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Tout cela revient bien à dire que, quand le point jt décrit 
un contour fermé enveloppant deux points critiques unissant 
les deux mêmes racines, il revient au point de départ avec h 
même valeur de y, et que, quand il contourne un point cri- 
tique, il revient avec la valeur que permute ce point critique. 

Appelons feuillet i, 2, 3, • . • le feuillet sur lequel on re- 
présente ^1, j'2j J3> ... ; si nous passons un couteau entre 
les feuillets i et 2, i et 3, . . . , i et i — 1, i et / — 2, ..., 
I et m, et, si nous coupons les communications entre les plans, 
le feuillet i restera seulement uni au feuillet i, et il est facile 
de voir quMl forme avec ce feuillet une surface monadelphe, 
si, bien entendu, Ton suppose que Ton ne tienne pas compte 
des ouvertures faites en coupant les communications; une 
surface de llicmann à deux feuillets et à deux ramiGcatioos 
étant d*un ordre adelphique égal à un. 

Ceci posé, nous allons chercher à rendre la surface de Rie- 
mann monadelphe. 

XII. — Système canonique des sections. 



On peut rendre iiionadelplie la surface de Uieniann consi- 
dérée tout à riicure au moyen d'un système de sections dites 
canoniques, el que l'on forme comme il suit : 

Laissant de côté les poinls de ramification qui unissent les 
feuillets 3, 4» •• •> ''* «^^^ feuillet i, appelons a,, «2, «3, a^, 
('oj (Uy ^^'-i ^8 1<?Î5 points de ramification qui unissent j', et >%; 
soient a^a>', (fs^^, <^5^07 (h (h les lignes de passage corres- 
pondantes niar([uces en traits — ; établissons sur le feuillet 
n" I trois rctrosections /• enveloppant les lignes de passage 
«i«2î ^h^^s et ci^Uqj ces rétrosections r ont la forme ellip- 
tique ('). Toujours sur le feuillet n° i traçons des sections 5 
allant de chaque rétrosection elliptique à la suivante; enfin 
établissons un dernier système de sections t allant, sur la 



(') Le mot elliptique ici n'est pas employé, bien enleodu, dans le scos 
qu'on lui allribuo dans lu ihcoric des sections coniques. 
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2° Des sections s au nombre de (m — 2) — 2; 



w 



3'* Des sections t au nombre de (m — 2) — i. 

Les rétroseclions r forment avec les sections s des sections 

au nombre de (m — 2) — 2, mais la première rétrosec- 

tion peut être considérée comme une section allant d'un des 
bords de la surface de Riemann à l'autre, ces bords étant ceux 
d'une ouverture infiniment petite; on a donc en tout 

w — i{m — '2 ) — 2 

sections à faire. En général, 

w = m{m — 1) — 20, 

o désignant le nombre des points doubles de^ ; alors ce nombre 
des sections à faire est 

m{m — \) — 7.{m — 2 ) — 20 — 2 
ou 

(m — i)(/w — 2)— 20 = 2/>, 

p désignant le genre de y. 

On voit que le nombre des sections r est /?, ainsi que le 
nombre des seclions t. 



XIII. — Sur une propriété des fonctions algébriques. 

Soit S une surface de Riemann sur laquelle on peut 
représenter la Jonction al gcbrique^y définie par U équa- 
tion 

irréductible; toute fonction u monodrome sur cette sur- 
face S, ne possédant pas de points essentiels^ est nécessai- 
rement une fonction rationnelle de x et de y. 

Une démonstration 1res simple consiste à remarquer que 
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les fonctions ii et y étant représentées sur la même surface 
et u étant algébrique, puisque les fonctions symétriques de 
ses valeurs sont rationnelles en X]y qI u sont de même genre 
/>, puisque 2/? est pour l'une et Tautre fonction le nombre de 
coupures à faire pour rendre la surface S monadelphe ; u est 
donc fonction rationnelle de x et y. 

Mais, pour effacer Timpression extraordinaire que ce genre 
de démonstration, auquel on n'est pas habitué, peut laisser 
dans Tesprit, nous donnerons une autre démonstration, due 
à M. Briot. On peut énoncer le théorème que nous voulons 
démontrer comme il suit : 

Etant donnée l* équation algébrique entière d'ordre a??, 
f{x^ y) = o, toute fonction u de x et y qui, pour un même 
système de valeurs de x et y, n'admet qu'une seule valeur 
et qui n'a pas de points essentiels, est fonction rationnelle 
de x et y, 

La fonction u en question est algébrique, en vertu d'un 
théorème connu ; il reste à prouver qu'elle est fonction ration- 
nelle de X et Ae y, A cet effet, désignons par w, , u^. . . . , Um 
les valeurs de la fonction w cty,, j^a» • • -^ym celles de^; 
posons 

^ui=PQi 2"/r/^/>i» 

Les fonctions /?©> /^u • • • sont rationnelles en Xy et de ces 
équations du premier degré en Utj Wo? • • -j '^m on déduira 
fiiy U29 •••? itm'y on sait résoudre ces équations et l'on a 
symboliquement 

p—ju [^vi^^n) I 



L ^j/ J 



formule dans laquelle il faut remplacer, après le développe- 

L. — Traité d'Analyse^ IV. 25 
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ment de -—^- » les exposants de p par des indices. On en 
conclut 

M rr: - , . 

p—y ày 

Telle est l'expression de la fonction u au moyen de xtXy- 



XIV. — Extension des théorèmes de Canchy. 

En général, une fonction u possédant les mêmes ramiGca- 
lions que la fonction algébrique ^ de ^ pourra être considérée 
comme monodromc sur la surface de Riemann propre à repré- 
senter la fonction y. Si nous la supposons monogène, finie 
cl continue, excepté en des points isolés qui pourront être 
des infinis ou des points essentiels, elle jouira de propriété^ 
analogues aux fonctions que Ton peut représenter sur le pi 
de Cauchy. 

Une telle fonction peut toujours être regardée comme un 
fonction monodrome et monogène de ^ et de j^; en effet, 1^^ 
raisonnement que nous avons fait au paragraphe précéden 
est encore applicable an cas actuel, à cela prrs que les quan — 
tilés />o,/^<?/^2» ... ne sont plus des fonctions rationnelles- 
(Ic .r, mais de simples fonctions monodromes et nionogènes. 

H en résulte que, dans le voisinage d'un point de ramifica- 
tion r7, la fonction u est susceptible de se développer sui- 

vanl les puissances de Le — r^)'^, ui désignant un entier au 
plus éi;al à m (dans le cas qui nous occupe, et oii la fonc- 
tion r n'a (|ue des ramifications simples, [jl = 2). En posant 
X — «7--ÎÇ, la fonction // deviendra donc monodrome par 
rapj>orl à ÎÇ dans le voisinage du point !J^=:.o sur le plan de 
Gauchv. 

Le théorème de Gauchv, en vertu duquel 

(( L'intégrale d^une fonction monodrome, monogène, 
finie et continue à V intérieur d'un contour (Z prise le lom: 
de ce contour est nulle », 
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est encore vrai si le c'ontour C est tracé sur une surface de 
lliemann servant à représenter la fonction algébrique y; il 
nV a rien à changer à la démonstration donnée plus haut 
pour le cas où le contour C est tracé sur un plan de Cauchy. 

Les corollaires du théorème de Cauchy sont encore appli- 
cables aux fonctions monodromes sur la surfacede Riemann. 

Proposons-nous d'évaluer l'intégrale 

1^ r o{z)dz 

prise le long d'un contour fermé tracé sur une surface de 

Eliemann, limitant une aire monadelphe C 

Si celte aire C ne contient pas de ramifications, l'intégrale 

sera égale à N — N', N désignant le nombre des zéros, N' le 

nombre des infinis de ^{z). Supposons que l'aire C renferme 

des ramifications ; considérons en particulier l'une d'elles a. 

La fonction <f{z) est, dans le voisinage de a, une fonction 

1 

raonodrome et monogène de (c — a)^, jx désignant un entier 
(égal à 2 dans les cas qui vont nous occuper), et <p(5), dans 
le voisinage du point a, pourra se mettre sous la forme 

V 

^{z) n'étant ni nul ni infini pour ;; = a; ainsi l'on aura 

^{z) ~~ 6(>5) ~^ [A z — a* 
Tinlégrale 



2TT 



prise le long d'un contour fermé autour de la ramification, 

sera égale à 

V I r dz 

ou, en posant 5 = a -h î^i^, 



r 27: si — \J »■ 



ou bien 
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rÎDtégrale clant prise cette fois sur le plan de Cauchy le 
long d'un contour fermé, tournant une fois autour de rori- 
gine, ce qui donne tout simplement v. 

On peut donc dire que : 
L'intégrale 

ar V —iJ ^K^) 
W= fd\o^o{z) 

représente la quantité ^v, v désignant l'ordre de multipli- 
cité d'un zéro quelconque de ^(^) dans Taire monadelphe le 
long du contour de laquelle l'intégrale est prise. 

(L'ordre de multiplicité d'un zéro a de la fonction o{z) 
étant Tordre de multiplicité de la fonction monodrome dans 
laquelle on la transforme en posant z = a -i- Çi^, jjl désignant 
le nombre des valeurs de ^ qui se permutent autour du pointa.) 

Enfin, pourTexactitudede l'énoncé, il faut considérer les in- 
finis comme étant des zéros d'un ordre de multiplicité négatif. 

XV. — Classification des intégrales abéliennes. 

Soil 

une intégrale abélienno, y désignant la fonction algébrique 
définie par Téqualion irréduclible de degré m 

OU, en introduisant la variable z pour l'homogénéité, 
(3) /vJ', J, ^ .=o. 

JNous ferons, pour abréger, 

f _ ^\f f ^\f 
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Effecluons une transformation homographique, et posons 






<le manière que la courbey=o n'ait pas d'asymptotes parai 
lèles aux axes et qu'il existe un terme en tj"* et un autre en 
-ç*" dans l'équation. Soit F ce que devient jT après la transfor- 
mation et ^ ce que devient o, nous aurons 

en posant alors 

A = c6' — bc\ 

G — ^a" — ab" ^ 
il vient 

Or on a 

o = F,rf5-4-F,cf7)H-F3^; 
^t, par suite, 

F| Fj Fs 

** l*on désigne par p chacun de ces rapports, on trouve 



_ AFi -4- BFt -^ CF., 

(«"Ç-^^'t, -4-C^O'''* 



o 



**> en faisant 2^ = i , rfîj = o, on voit que 

_ d't\ __ d\ ^ ^ dr\ — 71 û^ 

P ~ ~ f; "" F, ~ Fi 

^Ods prendrons p r= J*, et V prendra la forme 

V= r*(t . AF.^-BF,-4-CF, rfg 
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Dans celle formule, le degré de ^ est zéro, ceux de F|,Fî,Fj 
sont m — I ; donc on peut supposer 

le degré de M étant supérieur de m — 3 unités à celui de^* 
Cette formule est susceptible de nouvelles réductions; ajK^ 

pelons n le degré de N, celui de M sera m -{- n — 3. 

On peut, comme Ton sait, déterminer des polynômes G 

et H, tels que 

G/-r-HN = X, 

X désignant un polynôme entier en X, de degré mn^ et G, H 
des polynômes de degrés mn -r ni et nin — n respectivement 
en X etj'; par suite, en observant quey=o, on a 

,, X M H M 

N — — et - = • 

H N X ' 

la formule (4) devient alors 

rm\ dT 

Divisons MH par f ci ordonnons par rapport à^, on pourra 

poser 

Mil -/Q-T-U ou MH ^ R, 

R désignant un poUnôinc Je degré m — i en y^ mais de degré 
m~\- n -- ^ -\- nin - - // ^i-r mn -\- m — 3 en j: ; on a alors 



r\\ d.r 



Divisons maintenant R par /a, et, ordonnant toujours par 
rapport à j', posons 

r sera de degré m — •! en y^ et Ton aura 



-/i- /îf 
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La première Intégrale s'obtient par des procédés élémen- 
taires; nous n'avons plus qu'à considérer la seconde 

' r dx 



" =/to 



Divisons r par X et ordonnons par rapport aux puissances 
de x\ nous pourrons poser 

r = QX -^ e, 

Q désignant un polynôme de degré 

mn -H m — 3 — mn — m — 3 

enxet de degré m — 2 en^, et B un polynôme de degré infé- 
rieur à mn en x et de degré m — 2 en jk- B peut se décom- 
poser en éléments simples, si bien que l'intégrale û se décom- 
pose en d'autres de la forme 

G( vW-^ 



TQ/- et f-^^n 



Q désignant un polynôme du degré m — 2 en ^ et^ ^ct même, 
^* l'on veut, de degré m — 3 en x), G une fonction de y 
^®ul, a et (x des constantes dont la seconde est entière et 
positive. Nous allons étudier successivement ces deux formes. 



XVI. - 



Intégrales de première et de seconde espèce. 



C^ étant un polynôme entier en x et j^ de degré m — 2, 

^st Une intégrale abclienne àc première ou de seconde espèce, 
suivant qu'elle reste finie ou peut devenir infinie. 
ï-.e polynôme Q, étant de degré m — 2, contiendra 

(m — \){m — 2 ) 
2 

Coefficients, et le nombre total des intégrales distinctes de pre- 
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mière et de seconde espèce sera précisément égal à ce nombre. 

Or, si nous supposons : 1° que y ne soit jamais infini, 

même pour a; = oo; 2** que deux valeurs seulement de /se 

permutent autour d'un point critique, y- ne deviendra pas 

infini, si ce n'est en un point pour lequel y'2 = o î car le degré 
de /a est supérieur à celui de Q. Or, si f^ = o, deux cas 
peuvent se présenter : 

1° Le point a, 6, pour lequel/j = o est un point ordinaire 
où l'on n'a pasjTi =z o; y est de la forme 

X 1 

y — 6 = X{x — a)* -+- B(x — a)* - 



• • » 



A, B, ... désignant des constantes. Mais alors on a 

f{^j y)=/i(^ — a)-^ - [/ii(^ — «)*-+-...]-+-... 

et 

ou bien 

i 

M , N, ... désignant de nouvelles constantes dont la première- 
n'est pas nulle si l'on suppose y*22<o, c'est-à-dire si l'on sup- 
pose que deux valeurs de y se permutent autour du point 

<7, b, ~r est alors infini, mais l'inlégrale / -i dx reste fiuie, 

/2 J Jt 

c'est-à-dire àv. première espèce, 

1'' Si nous supposons que le point (a, b) soit un point sin- 
gulier, alors y*,, f^ sont nuls tous deux; le point (a, b) n'est 

plus en général critique, f^ n'est plus de l'ordre -> mais bien 

de Tordre un. L'intégrale considérée devient infinie, elle est 
de seconde espèce. 
De là résulte que : 

Si la courbe fr:^ o n^a pas de points multipleSy il y aura 
intégrales de première espèce, pas d inté- 
grales de seconde espèce. 



\ 
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En général, si la courbe /= o a 3 points doubles, il y aura 
o intégrales de seconde espèce et 

( m — \)(m — i) ^ 

intégrales de première espèce. Ainsi : 

Le nombre des intégrales abéliennes de première espèce 
auxquelles donne lieu une fonction algébrique est égal au 
genre de cette fonction. 

Il y a donc toujours des intégrales de première espèce, car 
nous écartons les fonctions algébriques de genre o, lesquelles 
ne fournissent pas, à proprement parler, d'intégrales abé- 
liennes. 

XVII. — Intégrales de troisième espèce. 

Les intégrales de troisième espèce sont de la forme 

Oiy)dT 



/i 



elles se ramènent au type 



r G{y)dx 
J {x — a)ft[x,y) 



au moyen de différentiations relatives à a. Nous générali- 
serons un peu ce type, et nous considérerons les intégrales 
de la forme 

, . , Gix, y)dx 



J (a 



x-^^y'\-^)ft{_x,y) 



G désignant un polynôme entier en x e\ y de degré m — 2, 
et oiX -\-^y -{-y une fonction linéaire. Soient (j^i, ^i), 
(^2> y2)^ • • • 1 i^m^ ym) 'cs coordounécs des points d'inter- 
section de/= o et oLo: -f- Pj^ 4- v = o; par ces points, excepté 
par Xtyi et ^2^2 ^ faisons passer une courbe d'ordre m — 2, 
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qui passe aussi par les points singuliers dey= o, nous Taâ 
sujettissons ainsi à moins de 

(m — i >\ m — a > (m — a )f m -4- n 

m — a -1 = ■ 

a a 

conditions ; et , par suite, ces conditions peuvent être rcmpli< 
par une courbe d'ordre m — a qui peut précisément êti 

assujettie a — conditions. 

Soit Gi2 = o la courbe en question, comme y*=o n'e 
pas unicursale» G|2 renfermera d'ailleurs au moins un par. 
mètre arbitraire. Soit de même G|i = o une courbe d'ord 
m — a passant par les points doubles de y=o et ses inte 
sections avec clx -h ^y -i- y rr= o, excepté par x^. y^ et a. 
yt\ .... Considérons la courbe 

G -^ XjGij — XjGij -f-. . .— X/„Gim = o; 

on peut déterminer les constantes Ao* Xj de telle sor 

que celte courbe passe par (xj, ^o) • • • (-^m? ym)i comn 
elle est de degfré m — •>, et qu'elle passe par m — i points ( 
li«;;ne droile, elle so di'oonipose on xt -*- ^ >- -^ ^ ^zz o et ( 
une courbe tî ■- --- o d'orihv m — >*. ainsi l'on a idcntiquemc: 
alors 

ou 

G Li(^ax-^ 3 V -T- Y — X^Gi; — ... — À„, G|,;, 

Si Ton porto celle valeur de G dans «i , on voit que cet 
inié fraie fi'cn vraie de troisième espèce se tlécomposera ( 
une intégrale de première espèce et en d'autres de fro 
sième espècCf telles que 

r Gdr 



( z 



r-'h-VÂ' 



n^ ayant plus que deux in finis .r, et .r^. 

Nous allons encore préciser davanlage. Appelons i|. t, ,. ! 
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^l Ç2>*'02> ^2 les deux points où Tintégrale de troisième espèce 

devient infinie; ces deux points sont situés sur la droite 

dont nous écrirons Féquation sous la forme 

X y z ^ 
(a) ?i r,i Ç, =o ou Sitarr,,?;,. 

U T^*ï îi I 

On peut représenter un point JO^y, z de cette droite par les 
équations 

^t alors, en appelant PO l'émanant -r^ E2-I- t— ^a-4- tït s'>. 
on aura 

^-ïi observantque/(çi,Tj,, si)et/(;2j^2> S2J sont nuls, l'équa- 
^*on aux intersections de/=o et de la droite (2) sera 

P/-+-iP»/4-... = o. 
^ette équation doit avoir les mêmes solutions que 



ou 



que 



G(Ç„7)„îi)-+-PG-f-iPîG-+-...4-G(Ç„7)„ Ï0=o; 
^ooc on aura 



-^ous prendrons dorénavant pour type de notre inté- 
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grale de troisième espèce V expression 



j. 






Jt{^^y)^ — ^f. 



I<»t 



G(x,^) = o sera une courbe de degré m — i passant / 
tous les points singuliers de f= o et par m — i des poi 
où S±:a:T,,s2 rencontre f^=o] les points ii, t.i, ÎÇi et 
y, a, ^2 seront les seuls points de rencontre de f^^o et 
S ± xr,, Çj par lesquels elle ne passera pas. 

On a vu que 

Calculons les résidus de la quantité placée sous le signe 
Le résidu relatif à x = Ç, sera 

or 

et 

^ - T.,= ra: - Ç.) i . . . = _ rx - t.) / : -;^ ; 
donc 

L'expression (5) se réduit alors à 



c'est-à-dire à 
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ajoutant et retranchant au dénominateur!^! -J- = 1^2-^y on a, 

en vertu de (4), 

G(iu "^i, CO 

/'«/(Si. TOI, îl)— G« ?i, T,i, Ç,)' 

c'est-à-dire — i . 

Ainsi r intégrale de troisième espèce prise le long d*un 
cercle infiniment petit décrit autour de Vun de ses infinis 

sera — 27ry — i pour le point Çi et 4-2 -y/ — 1 pour le 

fXiitlt ^2- 

Si la courbe y=o n'est pas unicursale, il y aura toujours 
siti moins une intégrale abélienne de troisième espèce ayant 
deux inQnis donnés. Ces infinis déterminent la droite 

*a courbe de degré m — 2, G = o est assujettie alors à passer 
par les points doubles de / = o et par les m — 2 intersections 
"C la droite en question et dey= o. Ces conditions, comme 
ûous Pavons vu, ne la déterminent pas complètement et on 
peut l'assujettir encore à 

im — 2)('m-+-T) > (m — -nCm — a) ^ ,. 

■ — ; (m — -2) — 0= =/? condit. 



XVIII. — Propriétés des intégrales de troisième espèce. 

Le théorème bien connu d'Abel nous apprend que, si ro = o 
^^f> résente une courbe algébrique de degré m h- 1, ny^ la déri- 
^'<^e de m relative à j^ et F un polynôme de degré m — 2, on a 

^i et ^i- désignant les intersections de nj = o avec une courbe 
^gébrique quelconque <{^ = o. Appliquons cette formule au 

^^s où / — dx est une intégrale de troisième espèce aux infi- 
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nis Ç, cl I21 supposons alors que F = o passe par les inic^' 
sections de/= o et g=zo et que 

nous aurons 

et pour X = Xi 

Au contraire, pour x = Xy, en appelant x^ ^^y) 'es înlers* 
lions de ^ = o avec ^ = o, il viendra 

(i) devient alors 



(•>•) 






Nous allons transformer la seconde somme; à cet effet, nou-^ 
observerons que F = o passe par les intersections de /= 
cl g = o et que g'2 est une constante numérique. Dési^noc^ 
pour un instant par ax 4- b les valeurs de y tirées de ^ = cd 
V{x, ax -\- b) divisera /(x, ax -f- 6), et l'on aura 

( J) /(.r, ax -i- b) — (x — ;i )yx — ;i)F(t, ax -v b)\, 

A désignant un facteur numérique que nous déterminerons 
rn prenant la dérivée des deux membres par rapport à x, ce:. 
(|ul donnera 

\ f A4- 

(o désignant des termes nuls pour ^=: $,. Si Ton fait alors- 
:r =r Ç, on a 

niais r(;,,r,,) est égal a $2 5>;+^*2 j^^ "^^2^7^^*-^=^ ST^^'T' 
donc 
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d'ailleurs 

en vertu de (3), on aura alors 

«t, par suite, la formule (2) deviendra 

Supposons maintenant la fonction ^ de la forme ç«-f-X^2» 
'f I et Ça désignant des polynômes entiers de degré m à coef- 
ficients constants ; les Xi et les x^ seront fonctions de X et, en 
faisant varier )v de o à 00, on aura 

y r F(xi,yi)dxf ^ y /î^zilV 
'^ais, en observant que 

^st, à un facteur près, égal au polynôme en Ç| qui a pour ra- 
^^ties les abscisses d'intersection de Ot-^-X^^ avec la droite 
vÇ" = o, on tirera 



2/ 



¥(x/, yi)dxi . <?2(Çi, Tr)i)?i(îi» t^h ^ 

- log 



/ît^/, ^/)2±=X/7),Ç2 ^?2(Ç2, 'n,)<p,($i, YJi) 

Cette équation est l'expression de l'une des formes du théo- 
''ème d'Abel. Elle montre que la somme des intégrales abé- 
^f-ennes de troisième espèce obtenues en prenant pour limites 
inférieures les intersectionsdef=oet^s -= o, et pour limites 
supérieures les intersections de/= o et 02 = 0^ peut s' ex- 
Primer au moyen des logarithmes des fonctions cp< et «p^ 
pour les valeurs des variables qui rendent infinies les inté- 
& traies de troisième espèce. 



.|00 
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XIX. — Sur les yalenn multiples des intégrales abéliennes 

de première espèce. 

Soit Xo un point déterminé du plan, ^,, j'j, . . ., jm '^^ 
valeurs de la fonction algébrique^ en ce point; évaluons l^ 
valeur de Tintégrale abélienne de première espèce 

Q(x^ y)dx 






y) 



el 
Jt' 



A cet effet, construisons d^abord le système des lac*^ 
dont il est question dans le théorème de M. Liirotli (p. 3^^) 
iv — v.(m — .i) lacets permutent j^i et^^; les a(m — 2)lac^*^ 
restants se décomposent en m — i groupes de deux lac?^^ 
permutant le premier groupe v, et j^j, ... : le (m — i)*^"', ^* 

et y m- 

Tout chemin d'intégration allant de Xo à x se ramèn^^ * 

des lacets pris parmi ceux que nous venons de considérer 

ù MU chemin déterminé XtX| que nous appellerons le ck 

min directe el cela par une déformation continue qui ne 1 

fj^ît ft\uu lùr aucun point critique. Par conséquent, en app 

Uul loujvHirs <?». <?i <îw I^* points critiques et —\^a^ 

;. • '.i^^ lo> intégrales prises le long de c 

Luv'l^, L^ \alv ur Li plu> ^cncralo de \ sera de la forme 

V X. 

\ . \ . \ ^ vt:^',: ::du: U> \JiIeur5 de V prises le long d^^ 

, K î * .' " vvt -:\,.: . o:! vr\':tJi:ît rour \jileur^ do v en x^. res — 
.'vvs X •■ ' * V— . . • ., ç't ea vie>îi:njLnl pAT X une soDun^ 

/ X ^ .,' • .:. Mais celle exprès- 






1 



V . X ^vv X ,vnt^,a»: Ijl vijL^urae V» jL\ec une aulre^^r^ 
X ..v,.,v».ix V ^^^' ic^Jit r pooT indiquer qu'îl^'^ 

i^ v .* ^iC'ir Mk^ou*^ ». Jkr %'. Il résulte 



V ..^.... V K* 4 »c .:oiv ao>^ acc:> uarcoarus successive 



\ N 



, *, 



,- a,raj:T;5< et Li lAieur U plu 
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g^énërale de V sera, en prenant j»'i pour valeur initiale, 

h désignant un des nombres i, 2, 3, • . . , m. 

Les dilTérences (ai) — (aj) peuvent s'exprimer linéairement 
au moyen des seules différences 

(a,) — (a,), (ai) — (aj), ..., (ai) — (a«,), 

que nous pouvons appeler £21 ^3, . . . , e^; en outre, on a 

(a/) = (ai) — [(rt,) — (a/)] = (a,)— er, 

en appelant alors S une somme de termes de la forme £2? 
Sa, . . ., l'expression (1) se réduira aux types 

Nous nous attacherons surtout à l'étude du premier type et 
^ Tévaluation de la somme S, que l'on appelle une période 
^e l'intégrale. 

Une première simplification résulte de ce que, si l'on 
considère un groupe Gj/ dans lequel i >- ?., on peut faire 
abstraction des lacets de ce groupe dans l'évaluation d'une 
Somme 2. En effet, supposons qu'il entre dans cette somme 
^lie intégrale prise le long d'un lacet permutant ^1 avec j^/, 
**ous ne pouvons revenir en Xq pour décrire le chemin direct 
'^«d: avec la valeur initiale y^ qu'après avoir parcouru un 
^^ond lacet permutant^, et^v; si c'est le même lacet, la 
^^conde intégrale détruira la première; si c'est l'autre lacet 
^u groupe, je dis que la seconde intégrale détruira encore la 
l^remière; en effet, partons avec la valeur initiale j^j et décri- 
^''ons successivement les lacets des groupes successifs 



G|î, Gi3, ..., Gi/, ..., Gi 



m» 



OS les lacets seront inactifs, jusqu'à ceux du groupe Gi/. 

la sortie du groupe Gj/, ^ aura la valeur^/ et les groupes 
^^vants seront inactifs, mais l'intégrale totale engendrée 
f>ar ce contour est équivalente à l'intégrale prise autour d'un 

L. — Traité d'Analyse, IV. 26 
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lacet ayant le centre de son cercle à Pinfîni; elle est donc 
nulle. L'effet des lacets de Gjj est donc de fournir une inté- 
grale nulle quand on les décrit avec la valeur initiale yi^ el 
par suite aussi quand on les décrit avec la valeur initiaient; 
on peut donc faire abstraction de tous les groupes, excepté 
du groupe G121 quand il s'agit d'évaluer une période S. 

Mais alors la valeur de l'intégrale prise avec la valeur ini- 
tiale j^^ le long du même contour G«2, Gjs, ..., G|m sera 
égale à zéro; or elle est aussi égale à 

q désignant le nombre des points critiques permutant^i et^j; 
cette somme peut s'écrire 

Il existe donc, entre les périodes (ai) — (a/) en fonction 
linéaire et à coefTicients entiers desquelles on peut exprimer 
toutes les autres, une relation linéaire et à coefficients entiers; 
donc enfin les périodes £ sont de la forme 

//îi, 7?/2i ••• désignant des entiers et tOf, W;.. ... des 
j)ériodes particulières. 
On a d'ailleurs 

p désignant le genre de r', ce dont on s'assure en observant 
que (V z^ m(m — i) — •>, 5 (p. Gj). On a donc q — '2 = op, 
et le nombre des j)ériodes au moyen desquelles on peut 
exprimer 2 est 2/?. 



ZX. — Choix d'un système de périodes. 

Nous avons vu tout à l'heure que l'on pouvait exprimer 
une période quelconque, linéairement, au moyen des périodes 
(Oi) — (^'2)5 {<^fi) — (^'3)» • • • î mais on peut choisir les pé- 



tTCDB DES FONCTIONS ABÉLIETCXES. 4o3 

iodes en fonclion desquelles on exprime toutes les autres 
*une façon plus avantageuse. 

G)nstruisons la surface de Riemann relative à la fonction y. 
omme il a été e!(pliqué (p. 38 1); pratiquons le système cano- 
lique de sections et reportons-nous à Xdijig. 17, qui repré- 
CDle ce système canonique. 

Appelons A, l'intégrale V prise le long de la rétrosection r 
[ui enveloppe les points a/ et a/^i, 

A, = ra, , ^(at^i) = (a/) — (ai) — [(an-, . — ( a{\] : 

^1 est une période ; appelons B/ Tintégrale de V prise le long 
le la section t qui traverse la ligne de passage ^/fl|^.i, B, sera 
également une période. 
Il faut prouver que Ton a 

J S = — mi Al -f- m, A3 — . . . -t- mtf^i Ajp_i 

''ii« m^y ..., /i|, /i2y ... désignant des nombres entiers. 
-est ce à quoi Ton arrive en montrant qu'une période telle 
jue [ai) — (a/) est de la forme précédente. 
Or on a 

A, =(a,) — (a,X 

A3 = (a, »— Ca* > = (ûfi>— 'av) — [(a,! — (a,i], 

*^, en posant, pour abréger, (a,) — (ût/) = c/, 

Al — cj, Bi = Cjpo-i. 

Aj = Cv — C3, B3 = Cip+i — C3, 

Aj = Ce — cj, B, = ci;,+i — oj. 



Aî/»-i = Cj;, — Cip-ij Bj/i^i — Cjy^^i — Cfp-i. 

'^lles de ces équations qui contiennent lesB donnent immé- 
t^tement C2p+t^ Cj, Cj, ..., Cap-iy les autres donnent Cj. 
*î ..., Cj;,; les périodes Ci^={ai) — (ai) sont donc expri- 
mables sous la forme (i), et il en est de même d'une période 
[^elconque I. 
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Je suppose maiotenaot (Jî^- 17) q«« I^ point x décrire 
dans le sens direct le contour de la sorface de Riemann ren- 
due monadelpbe en partant du point Q aTec la Taleurde r 
qu'il aurait s*il se rendait de x« en Û sans traverser de cou- 
pure. ProposoDs-nons de calculer la différence des valeurs (le 
V des deux côtés d*une même coupure ; cette différence est 
évidemment constante, puisque cTV j a des valeurs égales. 

Supposons que nous sovons arrivés au point 2; si, chemi- 
nant dans le sens direct, nous marchons jusqu'en 3, ïx- 
croissement subi par Tintégrale V est l'intégrale relative à b 
seconde section 7 ou B, : donc la différence des valeurs de A 
à gauche et à droite de la seconde rétrosection r est Bj. 

Supposons, en second lieu, que Ton décrive en partant de, S 
la seconde rétrosection r, on arrivera en ^ avec Taccroisse- 
ment A, de V; donc la différence des valeurs de V à gauche 
et à droite de la seconde section t est Aj. 

Enfin, il est clair que V a la même valeur à gauche et à 
droite de la section s. 

En général : 

A franche et à droite d^une section r ou 7, V prend àa ^ 
valeurs fjui diffèrent entre elles par la valeur de V /^'"'^ 
le lonrr de la section 1 ou r qui la coupe, A gauche ^^ ^ 
droite d'une section s, V a les mêmes valeurs. 



XXI- — Relations entre les périodes de deux intégrale^ 

de première espèce. 

On sait que la fonction y donne lieu à p intégrale^ ^'^ 
tinctesde première espèce; soient Vi* et V' deux quelcor»q"^' 
d'entre elles que nous supposerons toujours engendrée^^ avec 
la même valeur initiale de y et en suivant le même cheniio 
nous désignerons par ai^ , A/», B;^' les valeurs que prenn<^ 
a/, A/, B/ quand à l'intégrale quelconque dont nous «^^ 
sommes occupés plus haut on substitue \>, et par «,^\ -V 
B;' les valeurs que prennent a,, A,, B, quand à V on W vi^)^' 
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r^. Considérons Tinlégrale 



A>éAv = _ AvéA> 



; tout le long du contour de la surface de Riemann 
lue monadelphe, cette intégrale est nulle; on a donc 



/ 



\>éA'v = o. 



tégrale en question se décompose en d^aulres prises cha- 
î deux fois, le long de chaque section, r, t ou 5, tantôt 
i un sens, tantôt dans le sens contraire. Le long d'une 
ion 5, Xv- prenant des valeurs égales, les intégrales se 
uisent et Ton peut faire abstraction de ces sections. 
B long de la section r qui entoure les points a^ut^ Ou^ 
•rend des valeurs différant de B!|^_,; cette section apporte 

5 à rintégrale / \\^dV^ le contingent 



/ 






que cette intégrale est prise le long de la rétrosection r 
[uestion. On verrait de la même façon que le contingent 
)rté par la section 7 qui coupe la section /* que uous 
)ns de considérer est — Al|^-_,B^_,; de sorte que l'équa- 
(A) devient 

mmation étant étendue à tous les nombres impairs 1 
is I jusqu'à 7.p -\- i, 

lie est la relation remarquable qui lie entre elles les 
des de deux intégrales abéliennes de première espèce, 
laquelle on peut aussi supposer les indices 1 égaux à i, 
• ..,/?, en changeant de notation et en appelant A|, 
- -, Ap, B<, .. ., Bp les intégrales prises le long des 
'is ret s. C'est ce que nous ferons dans la suite. 
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XXII. — Intégrales normales de première espèce. 

Considérons p intégrales de première espèce distinctes et 
désignons-les par V«, Va, . . . , V^; formons ensuite des com- 
binaisons linéaires et homogènes ç',, i'a, . . ., Vp de ces inté- 
grales, à savoir 

Vï = Yn Vf -h Yij V, -h. . .-+- Yip Vp, 



On pourra déterminer Icsp^ quantités y/y, de telle sorte que 
les p^ valeurs que prennent les intégrales i^ le long d'une sec- 
tion <j aient des valeurs données; on pourra donc supposer 

B-i*' = o, pour /"' uL et BJ^ =27: y^ — 1 pour « = jx : alors la re- 
lation (i^ donnera 



Ou, en observant que B|f' = B!/' =27: y/ — i , 
Nous poserous 

les inlcgralcs Tj, r^, . . . , r^, auront alors pour périodes 

o. 271 v^ — I, .... o; 



o, o, . . . , -2 t: y/ — I ; 

•2^/21, '2^22 2^/2/i' 



«•••^ ••••« * 



^^/»1> "^^fiîi • • • 1 2^/;/>ï 



les intégrales p,, (^^^ • • • ^ *'/j sont alors ce (|ue Ton appelle les 
intégrales normales de première espèce. 
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XXm. — Propriété remarquable des périodes normales. 

La propriété que nous allons démontrer n'est pas un théo- 
ème simplement curieux ; elle servira de base à tout ce qui va 
nivre. Soient ris^n^^ . . ., np des entiers quelconques, la^j 
*s périodes normales; la partie réelle de 



'^^^aijn.nj 



t négative. 



Soient, en effet, ^«,1^2? • • • > ^/» les intégrales normales de 
emièrc espèce ; soit 

V = n^Vx -*- /isP* -f-. . .-I- ripVp = X -h / — i Y. 
aluons rinlégrale 

ur toute la surface de Riemann : cette intégrale est posi- 
e; elle est égale, en vertu du théorème de Riemann qui 
tis a servi à établir le théorème de Cauchy sur l'intégrale 
ine fonction prise le long d'un contour fermé, à 

à celle de l'intégrale simple 

se le long du contour de la surface rendue monadelphe, et 
ue intégrale double, nulle en vertu de la relation 






la valeur de l'intégrale simple qui est positive est facile à 
luer. 

M nous appelons a^,'\ a!.^\ ... les intégrales / d\ prises 




4o8 CHAPITRE XI. 

le long des sections r; a'J", a}^\ ... les intégrales / (/X 
prises le long des mêmes contours;, V^\ b^\ ... les inlé- 
grales j dY prises le long des sections <t; 6',*', b^^\ ...les 

intégrales / rfX prises le long des mêmes contours, nous 

trouverons, en raisonnant comme on l'a fait quand il s'est 
agi de trouver une relation entre les périodes des intégrales 
de première espèce, 

f\d\ =^WaT-^b\^^a\''). 



s 



Mais a}>^ 4- ^/*' V^~ ' ^^ ^?^ "^ ^?^ v^"~ ' ^^^^ '^^ périodes de 
V = X 4- Y y/— i, les «J*' sont nuls, les bf^ sont égaux à des 
multiples de itz : donc 

mais les aj*' sont de la forme 

{ni aji -¥- /ij ajf -+-. . .-h Up ajp ), 
donc 

Y d\ — — iTz^^aji/i i rij ; 

donc, comme / Yr/X est essenlicUement positif, il est bien 
démontré que la partie réelle de \]a/y/?//2y est négative. 

XXIV. — Intégrales normales de troisième espèce. 

On trouverait les variations de l'intégrale de troisième 
espèce comme on a trouvé celles de l'intégrale de première 
espèce; mais, outre les périodes correspondant aux points 
de ramification, les intégrales de troisième espèce ont encore 

deux périodes a- y — i, correspondant à leurs infinis loga- 
rithmiques. 

Soit S(;,, Ç^) une intégrale de troisième espèce possédant 
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seulement les deux infiois ii 61^2 1 ^''^ contient^ paramètres 
variables. On les déterminera comme il suit : appelons Ui, 
t£^<i . • .^Up p intégrales normales de première espèce et r>.ai, 
a S2, . . . , '^^p p périodes de S qui correspondent à ses points 
de ramiGcations ; posons 



x/ — I x v' — I X / — I 



p- 



Si l'on fait varier x de manière que u^^u-xi » » .,Up augmentent 

de 211 y' — I , on voit que H ne variera pas et, par conséquent, 
la. fonction H aura perdu une moitié de ses périodes; cette 
in légrale II est ce que l'on appelle une intégrale normale de 
troisième espèce. 



XX?. — Relations entre les périodes de deux intégrales 

de troisième espèce. 

Nous considérerons deux intégrales de troisième espèce 
(5, ç'), et S (a, a') aux infinis Ç et Ç', a et a'. Les raisonne- 

ents qui nous ont permis de trouver une relation entre les 
I>^riodes des intégrales de première espèce vont nous per- 
■ï^cttrede trouver une relation entre les périodes des intégrales 
^€ troisième espèce. 

Nous considérerons l'intégrale 



/ 



Sa,l')dS(a,a'), 



^t nous rétendrons à tout le contour de la surface de Riemann 
l'endue monadelphe*, cette intégrale ne sera pas nulle, parce 

^ue la quantité placée sous le signe / devient infinie en ^, ^\ 

* et a'. Or nous avons vu (p. 396) que les résidus de S(Ç, Ç') 
étaient 4-1 et — i en Ç et Ç', de sorte que la valeur de notre 
intégrale, au lieu d'être zéro, sera 



400 CHAPITRE XI. 



XIX. — Sur les yaleors multiples des intégrales abéliennes 

de première espèce. 

Soit Xq un point déterminé du plan, ^,, y^^ . . . , y^ les 
valeurs de la fonction algébrique^ en ce point; évaluons la 
valeur de l'intégrale abélienne de première espèce 



=x 






A cet effet, construisons d'abord le système des lacets 
dont il est question dans le théorème de M. LiJroth (p. 3-6) 
iv — 9. ( m — 2 ) lacets permutent^i et j^a ; les a ( /w — 2 ) lacets 
restants se décomposent en m — i groupes de deux lacets 
permutant le premier groupent et^a, . . . ; le (m — i)'^"**^, ^, 
cly„i. 

Tout chemin d'intégration allant de Xo à jt se ramène à ^ 
des lacets pris parmi ceux que nous venons de considérer et-^ 

à un chemin déterminé Xo^t que nous appellerons le che 

min direct, et cela par une déformation continue qui ne lui i 

fait franchir aucun point critique. Par conséquent, en appe 

lant toujours a,, ^z^, . . ., ^iy, les points critiques et Ihi^a^), - 
±(a'2), ..., dz[a^^,) les intégrales prises le long de ces-^ 
lacets, la valeur la plus générale de V sera de la forme 

V/ - a, 

V|, Vo, . . . , \rn désignant les valeurs de V prises le long du 
chemin direct XoXi en prenant pour valeurs dejK en Xq, res- 
pectivemcnty,,jv'2» • • • » y m et en désignant par a une somme 
de termes, tels que mi^a,), ±(«2), . ... Mais cette expres- 
sion V/-l-a peut se simplifier. 

Tous les lacets permutant la valeur de y< avec une autre, 
nous adopterons le signe -j- devant (a/) pour indiquer qu'il 
est parcouru avec la valeur initiale yt de y. Il résulte der 

cette convention que deux lacets actifs parcourus successive 

meut seront aileclés de signes contraires, et la valeur la plu^^ 
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2® Si /i ^ m. on ne change pas le système des intersections 
des coarbes /=o. i = o en substituant à la courbe i =o la 
coorbe qui a pour équation 

ç désirant un poKnôme de degré n — m. Or on peut déter- 
miner ^ de manière à faire disparaître de 

<n — m — I.//1 — m — 7.) 



coefficients: la courbe i» ne con- 



tiendra plus alors que 



t A — I • /i — 2 • in — m - \ A n — m — ■k\ * m — 1 • /ii — ? - 
I = mn 

A 'A 2 

coefficients arbitraires. Or les courbes (i) et y = détermi- 
nent les intersections de '!/ = o et f= o, comme nous venons 

• » 

de Tobserver ; mn points d'intersection de 

/ I , 1 ' 1 f ^t — 1 1( m — 9.) 

/ = o, = ri étant donnes, les autres sonl 

"Onc déterminés. 

Ces conclusions sont inexactes quand, parmi les points 
"intersection donnés, se trouvent des points multiples de 
/=o. En effet, si, p;-rmi les points d'intersection de /"= o 
^ i = o, il y a des points doubles de/^ o, ces points déler- 
Oïinenl chacun un coefficient de i = o, mais ils comptent 
fonr deux parmi les mn intersections des deux courbes. 

Supposons n = m — i ou n = m — 2 ; dans ces deux cas, 

^n se donnant ^ points d'intersection, les autres sont 

*u nombre de 

ni n — 3 ) ( m — i ^< m — 'a) 
mn — j 

'2 '2. 

Comme il est facile de s'en convaincre en remplaçant dans le 
premier membre de celte formule n par m — 1 ou m — 2, 
pourvu que, parmi les points donnés, il nV ait pas de point 
*ïaulliple de /= o. Si, au contraire, parmi les points don- 
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lacet avant le centre de son cercle à rinfîni; elle est donc 
nulle. L'eflet des lacets de Gu* est donc de fournir une ÎDlé- 
grale nulle quand on les décrit avec la valeur initiale j/, cl 
par suite aussi quand on les décrit avec la valeur initiale ^l'i 
on peut donc faire abstraction de tous les groupes, excepté 
du groupe G|2î quand il s'agit d'évaluer une période 2. 

Mais alors la valeur de l'intégrale prise avec la valeur ini' 
tiale ^'< le long du même contour Gia, G13, ..., G|j» scï^ 
égale à zéro; or elle est aussi égale à 

q désignant le nombre des points critiques permutant^i et^^^»' 
cette somme peut s'écrire 



OD 



Il existe donc, entre les périodes (ai) — (ai) en fonct 
linéaire et à coefTicients entiers desquelles on peut cxprin^^^^r 
toutes les autres, une relation linéaire et à coefficients enlie ">rs» 
donc enfin les périodes S sont de la forme 

nii toi -r- /«i toj -h . . . -+- /;i^_j«Oy_j, 

//?!, m2i ••• désignant des entiers et tOi, to^, ... c— J^s 
périodes parlicuiicres. 
On a d'ailleurs 

fj — iV — ■>.( m — '2 1= 7.p -r- 2, 

p désif;nanl le genre de 1% ce dont on s'assure en observât ^^ 
(jue (T' -~^ m (m — 1) — •>, (p. G-). On a donc (j — 2 = 2 
et le nombre des j)ériodes au mojen desquelles on pe 
exprimer IS est ip, 

XX. — Choix d'un système de périodes. 



1 



Nous avons vu tout à Tbeure que Ton pouvait expri 
une période quelconque, linéalrcmenl, au moyen des périod 
(r/,) — {^^2)^ (^^) — (^^3)» • • • ; niais on peut choisir les p 
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riodes en fonction desquelles on exprime toutes les autres 
d'une façon plus avantageuse. 

Construisons la surface de Rieroann relative à la fonction^, 
comme il a été expliqué (p. 38 1); pratiquons le système cano- 
nique de sections et reportons-nous à \2ifig. 17, qui repré- 
sente ce système canonique. 

Appelons A/ l'intégrale V prise le long de la rétrosection r 
qui enveloppe les points a/ et ûr<+i, 

A/ est une période; appelons B/ l'intégrale de V prise le long 
de la section o- qui traverse la ligne de passage a/ûf/^i, B/ sera 
également une période. 
Il faut prouver que Ton a 

X j J 2 = -4- mi Al -f- /n3 A3 -1- . . . -h mj;,-i Ajp_i 

( -t-WiB, -h /I3B3 -...-}- /i,;,_, B,;,_i , 

'Wi, 7712, ..., /ij, /Î2, ... désignant des nombres entiers. 
C'est ce à quoi Ton arrive en montrant qu'une période telle 
<lue (ai) — (a/) est de la forme précédente. 
Or on a 

Ai=(a,) — (a,)» 

A3 = (ûf3) — (a*) = (ai) — (0:4) — [(«i) — (03)], 



^u, en posant, pour abréger, (ai) — (a/) = c/, 

Al = cj, Bi = Cjp4.i, 

A3=C4 C3, B3 = Cj,,+ i — C3, 

A5 = Cfi C5, Bj = Cl;>+1 — Cj, 



Aî/>-l = Cjp Cjp_l, Bj;,-f-l Cj;,+ 1 Cj;,_l. 

vielles de ces équations qui contiennent lesB donnent immé- 
^atement c^pj^K^ C3, Cj, . .., Ca^.i, les autres donnent c^. 
^\i ..., c^p\ les périodes C|=:(aj) — (a,) sont donc expri- 
mables sous la forme (i), et il en est de même d'une période 
^elconque 2. 
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Je suppose maintenant {fig- 17) que le point x décrive 
dans le sens direct le contour de la surface de Biemann ren- 
due monadelphe en partant du point Û avec la valeur de 7 
qu'il aurait s^il se rendait de Xo en Û sans traverser décou- 
pure. Proposons-nous de calculer la différence des valeurs de 
V des deux côtés d'une même coupure; cette différence est 
évidemment constante, puisque rfV y a des valeurs égales. ] 

Supposons que nous soyons arrivés au point a; si, checa^' 
nant dans le sens direct, nous marchons jusqu'en ^, 1'^^' 
croissement subi par l'intégrale V est l'intégrale relative à^* 
seconde section <7 ou B3 : donc la différence des valeurs d^^ 
à gauche et à droite de la seconde rétrosection r est B3. 

Supposons, en second lieu, que l'on décrive en partant d*r 
la seconde rétrosection r, on arrivera en y avec l'accroi ^^* 
ment A3 de V; donc la différence des valeurs de V à gaim ^ 
et à droite de la seconde section o- est A3. 

Enfin, il est clair que V a la même valeur à gauche ^^^ 
droite de la section s. 

En général : 

A gaiiclip. et à droite d^iine section r ou o-, V prend 
valeurs qui diffèrent entre elles par la valeur de \ 
le long de la section <j ou r qui la coupe. A gauche 
droite d'une section s, Y a les mêmes valeurs. 



XXI. — Relations entre les périodes de deux intégrales 

de première espèce. 

On sait que la fonction y donne lieu à p intégrales dis 
linclcs de première espèce ; soienl Vl^ et V^ deux quelconq^t/e5 
d'entre elles que nous supposerons toujours engendrées avec 
la même valeur initiale de y et en suivant le même chemio; 
nous désignerons par ^|^', A^^\ B^^' les valeurs que prennont 
a/, A/, B/ quand à l'intégrale quelconque dont nous nous 
sommes occupes plus haut on substitue Vi^, et par a)^',A/; 
B^^' les valeurs que prennent d//, A/, B/ quand à V on subsU- 



ÉTUDE DES FONCTIONS ABÉLIENNES. 4^5 

: V^. Considérons Tinlégrale 



A>€Av = — rvvéfVl* 



se tout le long du contour de la surface de Riemann 
idue monadelplie, cette Intégrale est nulle; on a donc 

) f\v-d\^ = o. 



p' 



ntégrale en question se décompose en d^autres prises cha- 
ne deux fois, le long de chaque section, r, a- ou 5, tantôt 
3s un sens, tantôt dans le sens contraire. Le long d'une 
:lion 5, Vh- prenant des valeurs égales, les intégrales se 
iruisent et Ton peut faire abstraction de ces sections. 
Le long de la section r qui entoure les points a2/_i, aj/, 
prend des valeurs différant de B!J^-_,; cette section apporte 

rs à l'intégrale / \\^cfV^ le contingent 



/ 



Bïï-,^''=»r,*ïï-, 



isque celte intégrale est prise le long de la rétrosection /• 
question. On verrait de la même façon que le contingent 
porté par la section a- qui coupe la section /• que nous 
ions de considérer est — A[^^_^B'^^_^; de sorte que l'équa- 
n (A) devient 

2[BrAr-AWB';']=o, 

sommation étant étendue à tous les nombres impairs i 
3uis I jusqu'à 2p-\-ï, 

Telle est la relation remarquable qui lie entre elles les 
'iodes de deux intégrales abéliennes de première espèce, 
is laquelle on peut aussi supposer les indices i égaux à i, 
3, ...,/>, en changeant de notation et en appelant A|, 
, . . ., A^, Bi, . . ., B;, les intégrales prises le long des 
lions r et s. C'est ce que nous ferons dans la suite. 
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senter ainsi 






1=1 * 



1 = 1 * 

et d'où l'on tire 
ou bien 



• • • • 



Mais on peut remarquer que les équations (3), en vertu des- 
quelles M| + ^t, «2 H- ^'2j • • • sont constantes, sont les inté- 
grales de (i) et que Ton peut trouver d'une autre manière les 
intégrales de (i); ces intégrales sont les relations algébriques 
qui existent entre Xt, Xj, . , ., jCp et a:',, x^y . . ., x'; pour 
trouver ces relations, on élimine j' entre /= o et i{; = o : la 
résultante R = o a pour racines Xt, . . •, Xp^ x',, . . ., J?'^, 
les X des o points doubles Ac f= o et les m — 2 points fixes 
communs h / ^^^ o et 6 = 0; il sera alors facile de former 
réqualion qui a pour racines seulement les Xi et les x'^. Soit 



cette équation. 
On en déduira 



A 



Les quantités ^> ^> .•• ne contiennent que les coordonné 

Ao Aq 

des points fixes d'intersection de y et i = o : ce sont doi 
des quantités constantes ou des fonctions de (v,, (Vj, .. 
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ormules précédentes donnenl alors 



len 



• » 

s relations sont algébriques. On voit donc quV/ existe 
'ations algébriques entre 

7/,-T-Pl, ..., Mp-4-Pp), >'i(Mi-H1'i, Ui-^Viy ...), 

permettent de calculer ces p dernières quantités en 
tions des ip autres, 

est en cela que consiste le théorème de l'addition des 
tions abéliennes (Hermite, Comptes rendus ^ t. XVIII, 
)urnal de Liouville, t. IX, i*'*' série). 

XXIX. — Des fonctions 6 de plnsienrs arguments. 

1 suivant le fil des analogies fournies par la théorie des 
tions elliptiques, on posera 

e(a?,, xt, . . . , a?,,) = V V . . . e2n,J-i4-Sfli/i.,«y^ 

g^ne ^^» • • s'étendant aux valeurs /?4, 712, . . ., np en- 
s comprises entre — 00 et + 00, en supposant aij=: aji. 
► aijninj est une somme de p carrés négatifs, ou si seu- 

nt la partie réelle de ^.aijninj se décompose en/? carrés 

tifs, ce que nous supposerons, la série (i) sera conver- 
e. En effet, soient fc/y la partie réelle de a/y, Ç/ celle 
L. — Traité d'Analyse, IV. 27 
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de Xi, il suffit de prouver que la série 

est convergente; or elle l*est, en vertu d*nn théorème connu 
de Cauchy, car Tintégrale 

/ ... e--*' n-^-**/ «."/ dnx dn^ . . . drip 

e.Ht finie; pour s'en assurer, il suffit de prendre pour variables 
les racines \|, N3, • . • , N^ des carrés dans lesquels 00 peut 

décomposer^ A/y /i//iy; cette intégrale devient alors 



, -» •• y«-fa» 



X|, X3, . . • désignent des fondions linéaires de^i, ^29 • • - et 

le déterminant \.*.,*-vr'— — - est une constante. L'intéerale en 

(/(Ni, N,, ...; ^ 

qucHlion est donc finie, et sa valeur pourrait même être éva- 
\\\VA\ iiij inovfîn de formules connues. 
Pour ahréf^rr, nous poserons 



2 



aipi^j = CT, 






2 Ami, - -- •2m2, ..., -^— —imp\ 



nous aurons alors 

vi Ton roconnaîl immédialcmenl que A*i, Âr2> ••• désignant 
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des entiers. 

(2) 6( — J^i, — ^î, . . .)= ®(^i» ^î» •• •)» 

(3) S(xi-r- 2kiT, /— I, Xi-f- iATjTC / — I, . . .) = 0(X|, Xj, . . .), 

(4) S{xi-h iwif Xf-h^TSij . ..y Xp-^2mp) 

= e(Xt, Xi, . . ., Xp)eHi:v.x.4-nri^ 

V|, Vj, ..., v^ désignant des entiers quelconques. Les for- 
mules (2) et (3) sont évidentes; pour démontrer la dernière, 
observons que 

( . . . a?/ -f- 2TB t'. . . ) 

or la formule ( i ) ne change pas quand on change n i en /i 1 -h V| , 
/ïj en /i2 -h Vo, ... ; on a donc 

0(. . .X/-H 2T!T/, . . .)= 0(. • .^/, .. .)e-^^»-«''-W, 

ce qu'il fallait prouver. 

La fonction B peut s'écrire sous la forme 

ou 

\^\^. . . eS«|JE'|-»-'};(n,,n,,...)-4-Sv/X|4-îS«<lJ,+cr^ 

et aussi sous la forme 

on a donc, en prenant la demi-somme des résultats, 



I 
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Si, quel que soil /i, on a 

A" désignant un entier, on aura 8 = 0. 
Celte équation peut s'écrire 

ou bien 

^(2/1/ -+- v/)(a?/ -+- HT/) = (2 A- -+- 1)7: /^ . 

Si l'on pose alors 

il suffira que ^v/N/ soit un nombre impair pour que X|, a:^, ... 
soit une solution de B = o. 



XXX. — Sur une fonction d'une variable déduite des fonctions h. 

Supposons que, dans la fonction 

on pose 

r, — t'i — c,, -rj=r, — cj, ..., Xp = Kp^Cp, 

Cl, To. ... désignant des constantes cl v^^ i'2, ..., \'p un 
système de /; intégrales normales de première espèce ayant 
pour périodes les 2<7/y, nous poserons (') 

O(J') r-. e(v', — C,, i'j— C2, . .., Vp— Cp). 

Pour une même valeur de Jr , Ti — C| , Ta — ^2, . . . peuvent 
différer de multiples (pielconques des périodes, en sorte que, 



C) Cela est permis puiscjuc les parlics réelles des périodes sont telle!» 
que ^ est une soiniiic de carrés négatifs. 
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pour une même valeur de x, la fonction 6(^) peut prendre 
une infinité de valeurs de la forme 

Toutefois, la fonction 0(x) reste monodrome sur la surface 
de Biemann rendue monadelphe. L'intégrale 






prise le long du contour de la surface en question, fera 
connaître le nombre des racines de Téquation =o. 

Or l'intégrale N est prise deux fois le long des sections r, 
s, 7, une fois à gauche, une fois à droite, et chaque fois dans 
des sens différents. 

Or, a gauche et à droite d'une section 5, les r/ ont la même 

valeur, les intégrales prises le long des sections s se détruisent ; 

à gauche et à droite d'une rétrosection /•, i?,- prend des valeurs 

qui différent entre elles d'une quantité B/ qui est égale à o ou 

ùj 

iT^\J — 1, les valeurs de -r- seront alors égales et les rétrosec- 

lions r ne fourniront pas de termes finis à l'intégrale N. EnGn, 
si l'on considère l'intégrale prise le long d'une section <t, le long 

d'une telle section sur les deux bords opposés, i', a des valeurs 

0' 
différant entre elles de 2^17; -r- aura donc des valeurs respec- 
tives • Â et s- — -3-% l'intégrale le long de cette section sera 



donc 2it ^ — 1 el, comme il y ^ p sections <t, on voit que 

Ainsi la fonction a /? zéros. 

Les zéros de la fonction satisfont à une condition que 
nous allons déduire de la considération de l'intégrale 



;^/'''5-'^' 



étendue tout le long du contour de la surface de Riemann 
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rendue monadelphe ; celle inlégrale, dans laquelle vi désigne 
une intégrale quelconque normale de première espèce, est 
égale àSi'iïxA, ^'a), xa, yk désignant l'un quelconque des 
zéros de 6(x). 

D'autre part, pour évaluer l'intégrale en question, on peut 
procéder comme on l'a fait pour la précédente : le long des 
sections 5, l'intégrale est nulle ; le long des sections r, r/ prend 
à gauche et à droite de la section des valeurs différant de 

2 7:y^ — 1, ^ prend alors des valeurs égales, en sorte que le 

long d'une seule de ces sections Tintégrale prend la valeur 

jr dx^ l'intégrale étant étendue tout le long de la section. 

Le long d'une section a*, vi prend sur les deux bords des 

valeurs différentes de laij et x- des valeurs différant de -j^i 

l'intégrale le long d'une telle section sera donc 

ou 

On peut donc écrire 

Dans celte équation, remplaçons les constantes C| , €>, • • . , 
Cp par d'autres c\ , c'^, . . . , c' et retranchons les résultats; en 
appelant x\j y\ ce (jue devient alors x^j yht puis retranchant 
l'équation ainsi obtenue de la précédente, nous aurons 
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8| désignant ce que devient quand on y met c, , c!^, ... à 
la place de C| , 02, .... 

f -r dx est la quantité dont varie logO(a:) le long d'une 

ri 

section r/; cette quantité est c/, plus une quantité indépen- 
dante de c/. Au contraire, un raisonnement analogue nous 

Jf* A' 
' ^ dx est nul; donc 

est une constante indépendante de ci et c'^, et qui ne dépend 
que de j^o et des coefficients de /. On peut donc poser 

^^'/(J^A, J'k) — Ci = Ri y 

Ri désignant une quantité indépendante de c<. 



XXXI. — Suite des propriétés de la fonction ^(x). 

On peut former une /onction 6 ayant des zéros donnés. 
En effet, on a vu que les zéros x^y yk satisfaisaient à la 
relation 



^i'/C^A, yk) — Ci = R/ 



ou 



Ci = ^^Vi{xk, yk) — R/ ; 
formons la fonction 



0( 



a7) = e ..., Vi — ^^Vii^Xk,yk)-^^i, ... . 



Je dis qu'elle admettra les zéros donnés ; en effet, appelons 
^^\iy\)i (^aî^a)» • • • ses zéros : on devra avoir 

2^/(^A-» y'k) —^^vii^xky yk) -^ R* = R/ 
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OU 

pour t = I, 2, 3, . . ., jD. Je dis que cela exige que l'on ait 
x^ ,^1 = ^', , y', , . . . ; en d'autres termes, que les x\ely\soTki 
déterminés. 

En effet, coupons la courbe /= o par une courbe S d'ordre 
m — a; faisons passer celte courbe d'ordre m — a par 
m — 3+/? 4-0 points fixes de y=o et par ses S points 
doubles : c'est déterminer autant de paramètres de S; il n'en 
reste plus que 

arbitraires, ou 

(m — i){m-\-\) (m — i)(m — 2) 
(m — 3) -^ = I. 

1 2 

La courbe S coupe /en m {m — a) points; sur ces points, 
il en a été choisi m — 3 -j- /? -j- 28 : il en reste 

/ \ / ON (rn — \)im — ^.) ^ 

mobiles. Si on les appelle Xk^yk^, on a 

en vertu d'un théorème connu d'Abel. Quand on se donne 
le (/?+ iY'^'^'^pomlXp^iyyp^iy tous les autres sont déterminés 
sans ambiguïlé. Ceci revient à dire que, si Ton intègre les 
équations précédentes, ce qui donne 

p 

2j ^ii^k, yk) = ^'/(^p-Hi, 7P4-1 ) -t- const., 
1 

es x„ et les j^A seront bien déterminés quand on se donnera 
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P 

les ^^Vi{xky yk)' Ainsi on peut former une fonction 8 avec 

des zéros donnés à Tavance. 

Il résulte de là que, si Ton fait x = X\^ y =yt , on a 



e 



. . . , — 2 ^v(a^A-, yk) + R<, ... = o 



ou 



(i) e ...y^Vi(xk,yk) — ^h ... =0. 

On peut déterminer les constantes R/ comme il suit : 

Coupons la courbe f^=^ opar une courbe du degré m — 3 
passant par les 8 points doubles de f et par p — i autres 
points Xi^ y^; X2^ y^) • • • î Xp-x^yp-hj en tout p — 1 + 28 
points dHntersection, elle coupera f=o encore en 

mi m — 3)— /?H-i — 20=/? — i 

autres points x\ , y\ \ x\^ y.^\ .... 

Le théorème d'Abel donne 

^dvi(Xk,yk)-^^dvi{xkyyk) = o 



ou 



^Vi{xkyyk)'^^vi{x'k, y'k) = K/, 
K| désignant une constante ; on en tire 

M ••. 2^*(^A:,7a) — R/ ... = B ... ^{x'kj y'k) — ^i -^ ^i ... 

Or le premier membre est nul d'après ce qu'on vient de 
voir (i); donc le second l'est aussi, donc K/ — R/ doit être 
égal à R/ ou K/== 2R1. 

La constante K/ est plus facile à déterminer que R/; on 
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pourra doDC à roccasion substitoer le calcul de K| à celui 
de R,. 

Nous donneroDS uue dernière propriété de la fonction 
qui doit nous conduire à la solution du problème de Tinver- 
sion, but final que nous nous proposons. 

Soient i*, T. 4 les intersections d'une courbe o = o du 
degré n a^ec /=^o: l\. t.^ les intersections d^une autre 
courue V ^= o du même degré n avec/=: o. Le produit 

jj L . . J 



12 1 : = 



s'exprime rationnellement en Xk et yk- 

En effet, considérons d'abord X^ comme fonction de x%y 
en laissant jr^, Xj, ..., Xp constants; quand les fonctions 
ri(-r|. >*, ) augmentent de multiples des périodes, la fonction 
^ se trouNc multipliée par une puissance du nombre e dont 
lexposaul est de la forme 

1-1 A - I 

Or, si Ton coupe la courhc ./== o par la courbe ^ -r A'i = o, 
en verlu du lliéorèmc dWhel, les points d'intersection satis- 
feront aux équations ditrérenlielles 

k—p 

A _ 1 

si Ton fait varier A de o à x en intégrant, on a précisément 
l'expression (3) est nulle el la fonction J^ conserve la même 
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valeur en un même point de la surface de Riemann qui repré- 
sente v; donc elle s'exprime ralionnellemenl en X| et j'|. On 
verrait de même qu'elle est rationnelle en Xj et v^y -Tj et 

y 2^ • • • . 

Cherchons les zéros et les inGnis de I^ : à cet effet, cher- 
chons les zéros de 

OU, en observant que, en appelant x\^ y\^ . . ., x'^, Vp ^^^ 

points où une courbe de degré m — 3, passant par les points 
doubles de /et les points jr^, ^'2, . . ., jr^, y p. rencontre 
encore /'=o, on a 

i=P k=p 

la fonction (4) devient alors 

el ..., i'/(^i'^'i;— ^^7(j^i-.^'k)--iV(.î/*,Ti>i) — R/, ... 1. 

Elle admet les zéros ;a» ^,a et x]^, y\ : le quotient 

ô — 2^V<>A':rA)— vv(;/M T^)- R/, ... 
€> ...,2^/(^1»^^)— ^v(;/n T./,;— R/, ... 

admet donc le seul zéro ;^, y,^ et le seul infini ;^, Y.y^; donc w, 
considéré comme fonction de X| et j^^, admet les zéros i, , 
^/ii •••» 5m//» ^/m/i ^^ 'es infinis ;,,r,,, . .., Ç;„«, r.;„„; la fonc- 
tion ; , — !- admet les mêmes zéros et les mêmes infinis. Le 

rapport s Ît— — 7- est donc indépendant de X\ et j^i, puis- 
qu'il ne sWnule plus et ne devient plus infini : le rapport 
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^ J — - — ^ est indépendant de Xj et ^i^ ... ; on peut donc 
poser 

A étant indépendant des Xk et des v^i; on déterminera A en 
faisant x = x« et en annulant les ('V(xa. ^v^), ce qui donne 

k = mm 



k- 



XZXn. — ProUéme de rioTenion. 



Le problème de Finversion formulé par Jacobi consiste 



dans l'intégration des formules 



k = p 

k = l 



k = 1 



SOUS une forme donnant les x en fonction des u. Si Ton veut» 
le |)roblènie de Jacobi consiste à résoudre les équations 

p 



( n 



"2 =^M^k' yj), 



"p=^^p(j^k^:}'k\ 

dont le déterminant est 



n/.(x,,^,; I]-Q'<-^">"'> ••• Qp<^/".?>) 
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Pour résoudre ce problème, nous partirons de la formule (2) 
du paragraphe précédent, que nous écrirons 

k = p 



h =mn 

A = 






En vertu des formules (i), ces formules (2) se simplifient 
et donnent 

^ —p h =mn 

IL^(Xkyyk) 11 ^i---, Ui—^i{h^r,/t)—R,, ...J 

k=i h = I 

Elles font connaître des fonctions symétriques des Xk et des 
jr^j^ en fonction explicite des u] elles résolvent donc le pro- 
blème de rinversion. 

On dit quej^j^ est une fonction abélienne des W/ ; plus géné- 
ralement, toute fonction symétrique rationnelle des Xk et 
des yk sera une fonction abélienne des quantités u. 

Bien que le problème de Tinversion soit théoriquement 
résolu, nous entrerons encore dans quelques détails à son 

sujet. Au lieu de la fonction j, nous considérerons la fouc- 

lion — ,—- = i -\- k j7 ou k désigne un paramètre variable; 
nous formerons le produit 

et, en donnant à )> des valeurs particulières, on pourra cal- 
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culer les fonctions abéliennes M«, M|, ..., Mp; on pourra 
en parlicalier prendre ^ = _ d'abord, et y = _ , > ael 

b désignant des constantes; pour associer les valeurs corres- 
pondantes de X et de V, on procédera comme il suit : 

Imaginons que Ton ait formé Téquation admettant pour 
racines les p valeurs de 

X T y X / r \» 

X — a' X — a y — b^ x — a \y — ^ / ' 

_j^[_y_\p-\ 

x — a\y — b] 

Quand on aura calculé les "^ . > les s'en déduiront. 

^ y — b X — a 

De là résulte que x et y sont des fonctions des u qui ont 
p valeurs se permutant les unes dans les autres. 

Signalons, en terminant, un cas singulier dans lequel les 
fonctions abéliennes sont indéterminées : c'est celui où le 

déterminant2=iQ,(j:,,^,)Q2(jr2, ^'2)... Q/>(J^/», Tp) est 
nul identiquement. 



XXXIII. — Expression d'une intégrale abélienne de troisième 

espèce au moyen des fonctions 0. 

Considérons la fonction !^ définie par l'équation 

ï = >o.-' ^ J. 

« . "^^U—2^Vi{T'^,y'f,)-\- R/, ... 

La fonction -.^ ne change pas quand les vi augmentent de niul- 

tiples des périodes ; ,"' est donc une fonction monodrome sur 

la surface deRicmann; c'est une fonction rationnelle de x et 
i\c y : ^ est donc une intégrale abélienne. Les infinis de !J sont 
donc x'f^ et les Xf(\ si donc on suppose que 
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et 

la fonction 

Ç = log ^^ 

e I . . . , n—^iiXy V) — 2 «'i (^*» j'*) -H R/, . . . j 

sera une intégrale de troisième espèce aux infînis \ et Ç'. Si 
Ton désire que la limite inférieure de Fintégrale soit x^. on 
devra faire 

e . . . , p/ — p/( S, T^ ) — ^ Vji^xk, yk ) -t- R/» ... 

ç= log -; 



2 



— log ? 

ô . . . , ^^/(?, ^i')— 2^1 (^A, J'*) -^ R/, . . . J 



XXXIY. — Théorème de M. Picard. 
Si Véquation algébrique 

^5/ satisfaite identiquement en posant 

r^ et ^ désignant des fonctions monodromes et monogènes 
dans toute V étendue du plan, cette équation est nécessai- 
rement de genre zéro ou un. 

Pour démontrer ce théorème, on peut évidemment se bor- 
ner à considérer le cas où la courbe représentée par Téqua- 
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lion (i) n^a pas d'asymptotes parallèles aux axes; en d'aotres 

termes, si Ton appelle m son degré, on peut supposer que 

Féquation (i) renferme on terme en x* et en^'*. 

Soit alors 

^_ r Q(x,x)dj: 






y) 



une intégrale abélienne de première espèce, Q désignant un 
polynôme de degré m — 2. La fonction 

^ _ Q(x,^) dx 
dt " Mx,y) 'di 

sera, comme xet^^, une fonction monodromeet monogènede/. 
Je dis que celte fonction n'a pas de pôles. 

En eflet, elle ne peut devenir infinie que si -j- devient 

infini, ou que si y devient infini, ce qui ne peut avoir lieu 

qu'en un point critique àey où Ton a à la fois f= o et/i = o. 

Examinons ces deux cas. 

dx 
\^ Si au point ^ = a on a -^ = oo, on a nécessairement 

x = X, car la dérivée d'une fonction syneclique est elle- 
même synectique; or, pour de très grandes valeurs de x, on 
a, en série convergente, 

A B C 






A, B, C, . .. désignant des constantes, dont la première est 
différente de zéro, le terme en x"^~^ existant certainement 
dans fi. D'ailleurs, x étant infini pour / := a, on peut poser 

n b 

X = 



on a alors 

O 

->~ = {t — a)'«'»-«i3(/ — i\ 

rs( t — a) désignant une fonction monodrome et monogène 
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pour t = ol; donc 

TSi désignant une nouvelle fonction synectlquc autour du 
point a. Or m doit être supposé plus grand que 3, puisque, 
pour m = 3, la courbe (i) est de genre un. Alors 

mn — in — i> i, 

dW . dx 

donc -y- est fini quand -,- = oo. 

dt ' dt 

2" Examinons maintenant le cas où le point x est un point 
critique de la fonction y] appelons encore a la valeur de t 
pour laquelle x est un point critique a, soit b la valeur cor- 
respondante de y. On a, dans le voisinage du point a: = a. 



Q _ T3{X) 



n 
(x — ayf 



y 



p et q désignant des nombres entiers tels que 

m > q > o, p>o, 

et TiT désignant une fonction finie dans le voisinage du point 
a: = a; d'ailleurs on doit avoir p<.q, puisque l'intégrale 
abélienne V est toujours finie. Mais, x — a s'annulant pour 
i = oiy X — a est de la forme {t — a)", n désignant un entier : 
cet entier est au moins égal k q, y devant reprendre sa 
valeur quand x a tourné q fois autour du point a, et seule- 
ment quand x a tourné q fois autour de a] mais, t tournant 
une fois autour de a, x tourne n fois autour de a, ely a repris 
sa valeur : donc n est mulliple de q et est au moins égal à q. 
On peut donc poser 

x — a = {t — (x)>^iw{t), 

Xdésignant un entier positif et tj une fonction finie pour/ = a. 
Alors 

L. — Traité d'Analyse, IV. 28 
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TtT,(/) n'étant ni nul ni infini pour / r=:a : donc —j- n'est pas 

infinîponr / = 2. c. q. f. d. 

Il résulte de là que la^ fonction -^9 ne devenant jamais 

infinie pour des valeurs finies de t, est synectique dans toute 
rétendue du plan, excepté pour/ = oc, et alors la fonction V, 
considérée comme fonction de /, est également sjnectique 
dans toute IVtendue du plan, sauf pour / = oo. 

Mais l'intégrale abélienne V, quand la courbe (1) est de 
genre supérieur à un, peut être choisie de telle sorte qu'elle 
possède au moins 3 périodes, et x est une fonction triplement 
périodique de V : alors, en ajoutant à V des multiples des 
périodes, on peut obtenir des valeurs de V infiniment peu 
différentes pour une même valeur de j:; à ces valeurs de V 
correspondront des valeurs de / infiniment peu différentes; 
t variant infiniment peu, x ne varierait donc pas, ce qui est 
inadmissible. Le genre de (i) ne peut donc être que un ou 
zéro. 



XXXY. — Des fonctions de n variables possédant in systèmes 

de périodes simultanées. 

Lorsque l'on a 

on dit que la fonction /possède les périodes simultanées C0|, 
(1)2, . . ., W//. La fonction 6) satisfait aux équations 

(i) 8(J:•l-^ ikxT. y/— i , a"2 -r ik^i-K /— 1, . . . ) = ©(^i, a:j, ...), 

(2) e(a:,-f-2Tij,, T2-h 21^2, ...) = e-lS^'-^'^+^l, 

OÙ 

et où ki et v/ sont des entiers quelconques. En vertu de (1), 
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S admet les périodes simultaDées 



2ir /— 


1, 


0, o, 


• • • « u» 


o, 




2:rv^--i, o. 


• • • > 0» 


• • « 




1 • > 


• • • > • • ï 


o, 




o, o, 


, airv^ — I 



et a/, Pi, y/, O/ désignant des constantes, il en sera de même 
de la fonction 

Si entre les constantes a, p, v, o, on établit les relations 

«/— ?i-+-Y/— ^/ = o, 

la formule (2) montre que cette fonction admettra encore le 
système de périodes simultanées 



«11) 


«1J> 


• • • > 


«i/I, 


«îl, 


«ÎJJ 


• • • « 


«J/l, 


• . . , 


• • • 1 


• • • 1 


• • •> 


«/II» 


««J» 


• • • » 


Clnn' 



Ceci montre qu'il existe des fonctions de n variables avec 
a/i périodes simultanées et sans points essentiels dans le 
prismatoïde des périodes, en appelant ainsi la surface limitée 
dans rhyperespace par des plans séparés entre eux par un 
intervalle égal à une période, surface analogue au périmètre 
du parallélogramme des périodes dans le cas où il n'y a qu'une 
variable. Nous voilà conduits à étudier les propriétés de ces 
fonctions qui sont une généralisation toute naturelle des fonc- 
tions doublement périodiques. 

Théorème. — 5/ Von considère un système de fane- 
lions périodiques de n variables sans points essentiels, et 
possédant toutes le même prismatoïde de périodes, f^, 
y^2j • • • î ftij l^s équations simultanées 

fï — *i» /j = *j> • • • > //» = *« 
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ont toujours le même nombre de solutions dans le prisma- 
toïde des périodes ^ quelles que soient les constantes dési- 
gnées par 5|, 5$, . . . , s,i. 

Considérons, en effet, les fonctions /^ — s^^ f^ — 5.2, . . ., 
fn — Sn et appliquons le théorème de M. Kronecker (T. 111, 
p. 190) à la recherche des solutions de 

/i — 5l = o, /î — *î = o, 

contenues dans l'espace compris entre la surface du prisma- 
toïde des périodes et les surfaces limitant Tespace dans 
lequel Tune des fonctions /" au moins est infinie; le nombre 
des solutions est donné par une intégrale de la forme 



/ 






dans laquelle N est une puissance de la somme des carrés des 
modules Ae f\ — s^^^ fi — -^2, ... et dans laquelle </V ne 
contient pas^i, 52, .... Celle intégrale doit être prise le long 
des surfaces considérées. Elle est égale à un nombre entier: 
elle est d'ailleurs continue par rapport à 5, , 52, .... Sa valeur 
est donc indépendante de 5|, 50, ...» ce qui démontre notre 
théorème. 



XXXVI. — Théorèmes de M. Weierstrass. 

Théorème I. — Soient //,, u.^ . . . , Un^ ^ht^ij '^ -r- i fonc- 
tions de X,, .r2, Tfi sans points essentiels à distance 

finie et passé'! a nt les •?.n mêmes systèmes de périodes 
simultanées; elles sont liées entre elles par une relation 
al iJ[é brique. 

En cfllcl, si l'on donne à z/|, f/>, ... des valeurs déter- 
minées, il en résultera un certain nombre k fixe de valeurs 
correspondantes de Xi, X2, . . . , j:'« et, par suite, A' valeurs 
de Un^\ ; les fonctions svmétriqucs rationnelles de ces A" 
valeurs n'auront pas de points essentiels en «,, H2, . . , , Un 
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ety par suite, seront rationnelles en Ut, U2t ••••, Uin i' ^^ 
résulte que Un^\ est racine d'une équation de degré k dont 
les coefficients sont rationnels en ;/,, ii^^ • • • , Un- 

Considérons deux fonctions U et V, telles que Un^\] U et 
V sont racines de deux équations de degrés k à coefficients 
rationnels en i/|, it^t • • . , Un\ quand on se donne Ux^u^y . • ., 
Uny il en résulte k systèmes de valeurs des x\ à chacun de 
ces systèmes correspond une valeur de U et l'on peut choisir 
de telle sorte qu'il lui corresponde une valeur de V, de sorte 
que, quand U\^ U2, . . ., !/« et U sont donnés, V est déter- 
miné ; V est donc rationnellement exprimable au moyen de 

Ufj ^2) * * *9 ^n et U» 

Théorème II. — Soient / et F deux fonctions ayant in 
systèmes de périodes communes et sans points essentiels à 

distance finie, F pourra s^ exprimer rationnellement au 

, . àf àf df 

moyen de f^ ' '' 



— > 



Car/ et ses dérivées ont les mêmes systèmes de périodes 
que F. 

* 

Corollaire. — f{^\i ^t? • • • 7 ^n) étant une fonction ayant 
un périodes simultanées et pas de points essentiels à distance 
finie, il est clair que/(X|+jKi, ^2+^2» • • •) s'exprimera 
alors rationnellement au moyen de 

/(x,, ar„ .,.,Xn\ fiyuyt, "",yn) 
et de leurs dérivées 

àf àf df df df 

OXx âxt dxn dyi dyn 

XXXYII. — Théorème de MM. Picard et Poincaré. 

Le théorème que nous allons démontrer a été énoncé 
autrefois par Riemann, qui l'a communiqué sans démonstra- 
tion à M. Hermite : il était naturel de le soupçonner, mais sa 
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démonstration était assez difïiciie; elle a seulement été don- 
née dans ces derniers temps par MM. Picard et Poincaré 
{Comptes rendus pour i884). 

Il est facile de voir qu^une fonction de n variables x^^ 
X2t •••7 Xny bien déterminée et sans points essentiels, ne 
peut avoir plus Ae in systèmes de périodes simultanées ; la 
démonstration de ce fait est facile à établir à Taide des théo- 
rèmes énoncés (p. 2i^etsuiv.). 

Mais les périodes d^une fonction qui a â/i systèmes de 
périodes simultanées ne sont pas arbitraires, et le théorème 
de MM. Picard et Poincaré met en évidence la manière dont 
ces périodes dépendent les unes des autres. 

Soient 

IWu, tOij, ..., iûxnt .••» ***I,în» 
, X , t**!!» tOjj, ..., ^tnt •••? <*>î,î/i» 

(•■•^ m • • ^ .««^ ••■^ «««^ • • • • % 

W/ilj tOrtj, ..., W^/i, ..., ^nAt 

un système de n périodes de la fonction f{xx^ x^y . . . , Xn) 
si la substitution linéaire 

Xi — to,,Xi-4- (0,2X3 -h. . .-T- wi,,X,i, 

. a^î — (02,X,-H Ws^Xî -r-. . .-t- Wj„X„, 
J » 

Xn = (o,, 1 X, -f- OJ/ijXj -+- . . .-T- <A»/j/iXn, 

transforme /(Xi, x^, . . -, x,,) en F(X,, X2, .. ., X„ 1, la 
fonction F(X,, Xo, . . . , X,/) aura pour périodes 



(,/./.) 



.' I, o, o. . . . , o ; 
; o, I, o, . . ., o; 

\ O, o, o, . . ., 1 ; 



^11» 


T3i2, 


. . . , 


^ln'> 


7^21, 


^i2i 


• • • » 


^in ; 


. . . , 


. . . , 


• • • 1 


• • ' j 


^nlj 


^nti 


• • • » 


^/im 



les quantités nr/y satisfaisant à la condition 



Tf5ij - TSji. 



Exprimons en eflet rationnellement la fonction /au moyen 
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de u -f- 1 fonctions aux périodes (i), à savoir 

On sait qu'on peut Texprimer rationnellement au mojen de 
CCS fonctions, si elles sont convenablement choisies, et que 
l'on peut supposer w,,^, fonction algébrique de Ui, Ma, . . ., 
u„ (p. 436). Des relations 

, Oui dui , àui . 

dui = -— dxi -f- - — dXi -h . . . -f- T — dxnt 

OXi dXj dXn 

on tire d'autres relations de la forme 

/ dxi = Viidui -f-P,2C?i/j -T-...-T- Vi„du„y 
(3) , 

( dXn = PntCiUi-^P„2dUt-¥-.,.-¥- PnndUn'y 

et, comme les dérivées -— peuvent s'exprimer rationnellement 

OXj 

au moyen de u^^ Wj, ..., w„^i, les coefficients P/y seront 
aussi des fonctions rationnelles de u^, u^y • • «i Un et de la 
seuleirrationnelle;//}^!, fonction algébrique de U|, ^a, . • ., W/i. 
Faisons alors 

fi 9 ^'21 ' ' ") fn désignant des fonctions rationnelles de t. En 
vertu des équations (3), les x seront des intégrales abéliennes 
de première espèce dans lesquelles la fonction algébrique Un^î 
sera définie par l'équation 

0(wo Mai . . ., iin+i) = o désignant la relation qui lie entre 
eux les w; et celte équation sera irréductible si les o sont 
quelconques ; de plus, nos intégrales abéliennes seront linéai- 
rement indépendantes. Les périodes de ces intégrales sont de 
la forme 



miO}ni r- mjtu,ij-H.. .-h ms/i (1)^1,2/1) 
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el il existe entre ces périodes des relations de la forme 

On a vu qu'en eflfectuant sur les intégrales abéliennes une 
substitution linéaire on obtenait des périodes normales, 
cV.st-à-dire telles que < i bis^. ou du moins telles que (i bis) 

multipliées par 27:^ — i, ce qui revient au même pour l'objet 
que nous avons en vue. Ainsi se trouve établi le théorème de 
MM. Poincaré et Picard. 

Corollaire. — De là résulte un théorème important : 
c'est que 

Toute fonction de n variables sans points essentiels, 
possédant in systèmes de périodes, peut s^ exprimer ra- 
tionnellement au moyen des fonctions 6. 

En effet, on peut l'exprimer rationnellement au moven de 
fonctions ajant un svstème de périodes normales, fonctions 
qui s'expriment rationnellement au moven des fonctions 0. 

XXXVIII. - Théorème de M. Poincaré. 

Proposons-nous de trouver le nombre des solutions com- 
mîmes ,iux équations 

, 6< J*! — Cii, JTj — Ci; Xp — Cxp) = O, 

' S\ Xi — Cp\, x^ — Cpi r f, -- Cpp) =-: o, 

contenues dans un prisniatoïde des périodes, formules où 

A cet effet, appliquons le théorème de M. Kronecker(l. III, 
p. 190) au système (i) pour un prismatoïde de périodes, et ob- 
servons que, rinlégralcde M. Kronecker étant fonction con- 
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tinue des paramètres qu'elle renferme, tant que les fonctions 
ne s'annulent pas toutes à la fois sur la surface du prismatoïde 
des périodes, et, même dans cette hypothèse, si une solution 
sortait du prismatoïde des périodes, en vertu de la périodi- 
cité, il en rentrerait une autre. Celte intégrale conserve donc 
la même valeur entière; nous en profiterons pour faire varier 
les coefficients aij et ramener la fonction B à la forme 

ou 

La fonction est alors un produit de fonctions à une seule 
variable ; mais, dans un parallélogramme des périodes, la fonc- 
tion elliptique n'a qu'un zéro : le nombre des solutions 
communes aux équations (i) sera donc 1.2. 3. . ./? dans le 
cas particulier que nous examinerons et, par suite, i . 2 . 3 . . . /> 
dans le cas général. 

Ce théorème a été démontré par M. Poincaré dans le 
Bulletin de la Société mathématique de France pour 1 883. 

Corollaire. — Il résulte de là qu'un système de/? fonctions 
de/> variables possédant 2/> systèmes de périodes communes 
reprend au moins (2/?)! fois le môme système de >alcurs simul- 
tanées dans un prismatoïde des périodes. 



xNOTE. 



NOTE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 

Le Calcal différentiel et intégral étant pour noas, sartool, 
l'anaKse des fonctions continues, nous avons écarté systéma- 
tiquement l'étude des fonctions discontinues; nous avons 
cependant fait observer « t. III, p. i^) qu'une fonction pou- 
vait avoir une intégrale sans être continue; nous allons faire 
connaître ici la condition nécessaire et suffisante d'après 
Riemann pour qu'une fonction admette une intégrale. 

Une fonction qui ne croit pas au delà de toute limite dans 
un certain inter\'alle et qui dans le même intervalle ne décroît 
pas non plus au delà de toute limite a nécessairement dans 
cet intervalle ce que nous pouvons appeler un maximum 
absolu et un minimum absolu, c'esl-à-dire qu'il doit exister 
une quantité M qu'elle ne peut dépasser, mais dont elle peut 
différer d'aussi peu que Ton veut. Nous avons vu que ce maxi- 
mum M était effectivement atteint quand la fonction était 
continue (iSote au Tome \)\ de même il existe une quantité 
ni au-dessous de laquelle la fonction ne peut pas descendre, 
mais dont elle peut approcher autant que Ton veut, et qu'elle 
atteint effectivement si elle est continue. 

Quand une fonction dans un intervalle ^a^ b) ne pourra 
ni croître, ni décroître au delà de toute limite, nous dirons 
qu'elle est limitée dans cet Intervalle. Nous appellerons 
oscillation d'une fonction limitée dans un intervalle (a, b) 
la différence entre son maximum et son minimum absolu 
dans cet intervalle. 
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Théorème de Riemann. 

Pour qu^ une fonction f{x) limitée tant inférieurement 
que supérieurement dans un intervalle (a, b) puisse être 
intégrée entre les limites a et b> a^ il faut et il suffît 
que : l'intervalle (a, b) ayant été partagé en d'au- 
tres infiniment petits et infiniment nombreux (a, Xi), 
(j:i, X2), . .., (^/i_f, b), la somme s de ces intervalles, 
dans lesquels l'oscillation est supérieure à une quantité 
finie fixe e, puisse être prise moindre que toute quantité 
donnée* 

En effet, supposons a << Xi <! ^2 <[ • . • - " ^«_i <C 6 et 
X\ — a = Oj, jcj — J7i — Oj, a?3 — Xj = Os, ...; 

soienlM>tlemaximumabsolude/(j:)dansrintervalle(j;A_n^A)> 
m* son minimum absolu et Da:= Ma — m^ Toscillation. 

k = n 

i** Je dis que la somme > M^oa a une limite quand on fait 

A = l 

croître n indéfiniment : en effet, en appelant |xla plus grande 
des quantités Ma, on a 

^MaOa- < ;JtT]SA ou < [ji(6 -a). 

Si alors, pour calculer la limite de ^Maôa, on subdivise les 

intervalles (a, x^j, (x^^ Xa ), ..., la somme ^MaSa se 

trouvera remplacée par une autre qui ne pourra pas être 
moindre que la précédente, mais qui sera toujours inférieure 
à jx(6 — a); si donc on fait croître le nombre des intervalles 

par subdivisions successives ^MaOa ira en croissant sans 

dépasser (jl(6 - « ) : il aura donc une limite L. Maintenant je 

dis que, de quelque manière que croisse le nombre ai, ^Maôa 

aura la même limite L. En effet, soit (a,^'i), (j^o ^^2)? • • •> 



TABLE DES MATIÈRES 



DU TOME IV. 



♦CHAPITRE I. 
Théorie des fonctions synectiques de plusieurs variables. 

Pages. 

1 . Préliminaires i 

2. Des fonctions dévcloppables en séries entières 2 

3. Théorème de M. Weicrslrass 6 

4. Des diviseurs des fonctions synectiques 9 

5. Sur les points singuliers 11 

6. Sur les intégrales multiples des fonctions de variables imaginaires. i4 

7. Sur une classe particulière d'intégrales doubles 16 

8. Extension du théorème de Cauchy 17 



CHAPITRE IL 
Théorie des fonctions algébriques. 

1 . De l'irréductibilité 20 

2. Des fonctions algébriques 22 

3. Théorème fondamental de Gallois 23 

4. Étude et classifîcation des points critiques 25 

0. Des lacets 29 

6. Variation d'une fonction algébrique le long d'un contour quel- 
conque 3o 

*1. Développement d'une fonction algébrique dans le voisinage d'un 

point critique 33 

8. Des cycles 34 

*9. Cycles des courbes algébriques? 37 

* 10. Intersection d'un cycle et d'une courbe 39 

*ll. Somme des ordres de contact de deux cycles 4© 

'*^12. Classification des points singuliers 4^ 



* 



44$ TABLE DES XATltEBS. 

•CHAPITRE m. 
Sur la transformation des figures planes. 

Pape* 

1. Diverses méthodes de transformation 44 

2. DcGnition des figures homographiques 4^ 

3. Propriétés fondamentales des figures homographiqoes 4^ 

4. Sur une méthode particulière pour effectuer les transformations 

homographiques 5i 

5. Utilité de l'homographie 53 

6. Usage de l'homographie pour Tétude des points situés à Tinfini . 56 

7. Figures homologiques 57 

8. Digression sur les courbes du troisième ordre 61 

9. Figures corrélatives 63 

10. Recherche de la classe d'une courbe algébrique et du nombre des 

points critiques d'une fonction algébrique 65 

11. Points d'infiexion d'une courbe algébrique 67 

12. Transformations quadratiques 69 

13. Nouvelle espèce de formules de transformation des fonctions 

algébriques ^4 

14. Théorème de la conservation du genre ^5 

15. Limite du nombre des singularités 79 

16. Réduction des fonctions algébriques 82 

17. Formes les plus simples des fondions de genre zéro, un et deux. 88 

18. Exemples de courbes de même genre 89 

19. Des Iriinsformytiniis l»irationnciles 91 

20. Kéduction des transformations birationnellcs à des transforma- 

tions (juadratiques 95 



^CHAPITRE IV. 
Applications géométriques des doctrines exposées au Chapitre précédent. 

1. Courbes uniour>a!es ou de genre zéro 96 

2. Courbes unicur>ale> du second et du Iroisiéaic ordre 98 

3. Courbes unicur>a!e.> du «lualiièmc ordre 99 

4. Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques 103 

5. Des courbes anallagniatiques 104 

G. Anallagmatiqucs du troisième et tlu quatrième ordre io8 

7. Propriétés des loyers des anallagmatiqucs du quatrième ordre . . m 

8. Ovales de Descartes 1 13 

9. Les cassinoïdes ou Icmnisoates 1 15 

10. Transformées par rayons vecteurs réciproques et podaires de 

coni(|ues 177 

11. AnallagMiatiques du troisième ordre 118 



TABLE DES MATIÈRES. 449 

Pairei. 

12- Transformation de M. Hirst 1 20 

13. Autre mode de transformation 120 

Exercices et Notes i aS 



CHAPITRE V. 
Des transcendantes engendrées par rintôgration indéfinie. 



♦ 1. 

* 2. 

♦ 3. 

* 4. 
5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
*10. 
*li. 
*12. 

*13. 

*14. 
♦15. 
*16. 



Préliminaires 1 25 

Fonctions implicites définies par des équations différentielles ... 127 

Remarques au sujet du théorème précédent i32 

Sur Texistence et l'expression des fonctions implicites i33 

Remarque fondamentale au sujet des divers contours d'intégra- 
tion que peut suivre une variable i35 

Des transcendantes auxquelles conduit l'intégration des fonctions 

rationnelles. — Logarithmes i36 

Transcendantes auxquelles on est conduit par l'intégration des 

fonctions algébriques. — Intégrales abélicnnes i38 

Intégrales des fonctions algébriques du second ordre. - Des fonc- 
tions circulaires et hyperboliques 139 

Formule fondamentale de la Trigonométrie 142 

Intégrales des fonctions algébriques de genre zéro i43 

Intégrales des fonctions algébriques de genre un i44 

Sur l'impossibilité d'exprimer les fonctions abélicnnes au moyen 

des signes ordinaires de l'Algèbre i45 

Impossibilité d'exprimer les intégrales elliptiques à l'aide de 

transcendantes plus simples i5i 

Théorème d'Abel i54 

Application du théorème d'Abel à un système hyperelliptique. . . i56 

Généralisation du théorème d'Abel i58 



CHAPITRE VI. 
Théorie des intégrales elliptiques. 



1. Préliminaires 161 

2. Réduction des intégrales elliptiques à des types simples 162 

3. Problème de la transformation i63 

4. Transformation du premier degré i65 

5. Transformation du second degré 167 

6. Applications du problème de la transformation à la réduction des 

intégrales elliptiques 168 

7. Forme définitive des intégrales elliptiques 172 

8. Réduction du module au-dessous de l'unité 174 

9. Transformation de Landen 177 

L. — Traité iV Analyse, IV. 29 



45o TABLE DBS HÀTIÈEBS. 

Paras. 

10. Interprétation géométrique 179 

*ll. Sur la moyenne arithmético-géométrique i8a 



CHAPITRE VII. 
Théorie des fonctions elliptiques. 

1. Étude de l'intégrale u = f ^^^ . i85 

M v^(5-a)(z-P)(;î-r)(-2-S) 

2. Etude rapide de la fonction inverse 188 

3. De la fonction sin am m ou sn li 190 

4. Sur les fonctions en li et dn li 193 

5. Dérivées de sn m, en m, dn m 197 

6. Résidus des fonctions elliptiques 199 

7. Remarque importante 199 

8. Discussion rapide des fonctions elliptiques 200 

9. Équation d'Euler aoa 

10. Addition des fonctions elliptiques. - Méthode de Lagrange 206 

*11. Méthode de Glebsch 208 

*12. Nouvelle méthode. - Théorème de Poncelet 211 

dix 

*13. Intégration de l'équation dy — —=^- — 2i5 



CHAPITRE VIII. 

Théorie générale des fonctions doublement périodiques 
et des fonctions auxiliaires 

1. Introduction 217 

2. Premier théorème d'Arithmétique 217 

* 3. Second ihcorcmc d'Arithmétique 21S 

4. Ce que l'on doit entendre par périodes distinctes 222 

5. Impossiliilitê de deux périodes avec un rapport réel 224 

G. Impossibilité de trois périodes 224 



* 



* 

* 7. Périodes élémentaires '22b 

8. Propriétés générales des fonctions à deux périodes 228 

9. Des fcjnctions auxiliaires 23o 

10. Développement des fonctions auxiliaires 23^ 

11. Sur les racines de 6(^7) = o 237 

12. Formation des fonctions auxiliaires et doublement périodiques 

admettant des zéros ou des infînis donnés 239 

13. Inversion d'une intégrale elliptique de première espèce 242 

14. Relations entre une fonction doublement périodique et sa dérivée. 243 

15. Les fonctions auxiliaires de Jacobi 2^5 



TABLE DBS MATIÈRES. 4^1 

Page». 

*16. Nouvelle forme des fonctions auxiliaires 34^ 

17. Formule de Cauchy aSi 

18. Développement des fonctions auxiliaires en produits 264 

19. Relations entre les fonctions de Jacobi 255 

20. Expression de sn:r, cnx, dnj: au moyen des fonctions auxi- 

liaires 209 

21 . Usage des fonctions b, t,, 6,, tj,. — Calcul de la constante C 261 

•22. Périodes cllipliqucs 262 

23. Développement des fonctions elliptiques en séries trigonomé- 

triqucs . 264 

*24. Relations nouvelles entre les modules et les périodes 265 

25. Formules d'addition 268 

26. Formules usuelles déduites de la considération des fonctions auxi- 

liaires 270 

*27. Théorème de M. Mittag-Lefilcr 272 

*28. Théorème de Liouville 274 

*29. Formules d'addition 276 

*3(). Multiplication des fonctions auxiliaires 278 

*3! . Multiplication des fonctions elliptiques 281 

*32. Méthode d'Abel 282 

*33. Intégration des fonctions doublement périodiques 284 

*34. Cas où les périodes de la fonction à intégrer sont 2K et iK'^— i. 285 

*35. De l'intégrale elliptique de seconde espèce 286 

*3(). Addition des fonctions de deuxième espèce 288 

*37. Intégrale elliptique de troisième espèce 290 

*38. Intégrales complètes 298 

*30. Les fonctions Al de Weierstrass 295 

*40. Utilité des fonctions Al pour le développement en série 296 

*41. Équations aux dérivées partielles 277 



*CHAP1TRE IX. 
Fonctions modulaires. 

1. Equations dilTérentielles entre les périodes 299 

2. Définition et propriétés des fonctions modulaires 3oi 

3. Fonctions modulaires inverses 3o3 

4. Théorème de M. Picard 3o5 

5. Sur le problème de la transformation 807 

6. Réduction du problème 309 

7. Transformations fournies par des substitutions unimodulaires 

entre les périodes 3io 

8. Méthode générale pour effectuer les transformations précé- 

dentes 3i3 

9. Division d'une période par deux 3i5 

10. Division d'une période par un nombre impair 819 



/p2 TABLE DES MATIÈRES* 

•CHAPITRE X. 

Applications géométriques de la théorie des fonctions elliptiques. 

Paire». 

1. Sur les arcs d'ellipse 322 

2. Théorème de Fagnano 323 

3. Théorèmes de Graves, Mac Cullagh et Chaslcs 3a5 

4. Théorème de Landen 327 

5. Courbes de J.-A. Serrel 328 

6. Démonstration d'un théorème de Poncelet 33i 

7. Roulette de Delaunay 333 

8. La courbe élastique 336 

9. Surface de l'ellipsoïde . . 336 

10. Sur les courbes du premier genre, et en particulier sur les courbes 

du troisième degré 338 

11. Quelques propriétés des courbes du troisième degré 34i 

12. Les points Steiner dans les courbes du troisième ordre 345 

13. Sur les biquudratiques gauches 347 

14. Surfaces iiionoYdes de M. Cayley 35i 

15. Cubiques gauches 353 

Résumé des principales formules elliptiques 354 

Exercices et Notes 357 



*CrLV PITRE XI. 
Étude des fonctions abéliennes. 

1. Prt'îliininaiivs 3()o 

2. Surfaces de Hieinanii 36o 

3. Propriété des lonclioHS (|iii peuveiil être représentées au moyen 

des surfaees de Ricriiann 363 

•4. Sur l'ordre adelphiquc des surfaces 364 

5. Ordre adelphi(iuc des surfaces de Kieinann 368 

0. Types simples de fonetions ali;ébri«|ues que Von peut se borner à 

considérer dans la théorie des intégi'ales ai)éliennes 371 

7. Systèmes de iarets d'un polyj^one 37i 

8. Laecls fondamentaux, gron]»es de raniilieations 373 

îj. Effet produit par un ehan^'cinent de forme du poly^'onc C 374 

10. Théorème de M. Liirolh. 076 

11. Construction d'une surface de Hiemann ]>our une fonction algé- 

brique d'ordre m 38i 

12. Système canonique des seetions 382 

13. Sur une propriété des fonctions algébriques 384 

14. Kxlensiuii des th<''orcnjes de Ciuchy 386 



TABLE DES MATIÈRES. ^53 

Paens. 

15. Classification des intégrales abéliennes 388 

Kî. Intt'jrralcs de première et de seconde espèce . Sgi 

17. Intégrales de troisième espèce 39.3 

18. Propriétés des intégrales de troisième espèce 397 

19. Sur les valeurs multiples des intégrales abéliennes de première 

espèce /|00 

20. Choix d'un système de périodes ^oi 

'il. Kclations entre les périodes de deux intégrales de première espèce. 4^4 

22. Intégrales normales de première espèce 4^6 

23. Propriété remarquable des périodes normales 4^7 

2i. Intégrales normales de troisième espèce 4^^ 

25. Relalionsentre les périodes de deux intégrales de troisième espèce. 4^9 

20. Hemarqucs au sujet du théorème d'Abel 4'*^ 

27. Intégration d'un système abélien 4^^ 

28. Addition et inversion 4^4 

29. Des fonctions B de plusieurs arguments 4^7 

30. Sur une fonction d'une variable déduite des fonctions 8 4^0 

31. Suite des propriétés de la fonction 8(a:} 4^3 

32. Problème de l'inversion 4^^ 

33. Expression d'une intégrale abélienne de troisième espèce au 

mo\en des fonctions ft 4-^o 

34. Théorème de M. Picard 43 1 

35. Des fonctions de n variables possédant 2/1 systèmes de périodes 

simultanées 4*^4 

36. Théorèmes de M. Weierstrass ^36 

37. Théorème de MM. Picard et Poincaré 4^7 

38. Théorème de M. Poincaré ^\^o 



NOTES. 

Note sur les intégrales définies 4^2 

Théorème de Uiemann 44^ 

Table des matières du tome FV' 447 

Errata 4^4 



ff* 



FIN DE LA TABLE DU TOME QUATRIÈME. 



ERRATA. 



Tome III (suite). 



3.V» 
337 



Li|CD«». 

3 



la, i4 et i5 



jéu lieu de 



f{z)dz 
/(R «•>'-) 



Lisez 



5 — a 



Tome IV. 



\1 




9 


f,1 




i3 


129 




6 


r^j 




«7 


i39 




9 en remontant 


iGi 




2 en remontant 


175 




3 en remontant 


iKi 




3 


18I 


'•?, 


sous le I" radical 


»9l 


j en 


rem., sons le i" rad 


211 




3, au nuiiKTo 



312 

2l3 

23() 

389 

400 

4»7 

4iH 

430 



> 



1 1 en remontant 

5, au dénominateur 

f) en remontant 

dernière ligne 

10 et II 

5 
dernière ligne 



P A- 

supprimez les mots somme qui est un 
nombre entier. 






_i_ _- 



X! 



4\ 

Lauden 

Ah' 

mna 

sinô 



m. 



. n. 



sn ( A'. . . 

en o,, en j, 

(a''\ ^-T. + c'rj 

m - -\ 

X- 

; 






4\ 

Landen 

Kh' mna 

sin'ô 

m\ ... w' 

sn'(A'.. . 

-.- 4â**\^' 
^^ 

en 9,, en 9, 

a ç -T- /> T, -h c , )* 

m — 2 
^» 

y\ 



13180 Paris. — luipriuiericGAl TillEK-VlLl.ÂKSKl FII.S,quai<Jeii Grands-AuKaïlins.SS. 



lAny 




3 blQS DOS 030 aSM 






I » 



• •■ t 



Stanford University libraries 
Stanf ordy Calif omîa 



Rttnin thii book on or bel oro cUto duo. 






